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RESUMEN: Una forma de estudiar el comportamiento de la propagacién de un rayo de luz en una fibra
optica es mediante la Optica geométrica, la cual no aporta informacion respecto a la potencia de la sefial,
configuracion, distribucion, intensidad y fase de la sefial electromagnética, tal es el caso de la
propagacion en fibras monomodo. E aqui la conveniencia de la aplicacion del andlisis electromagnético
para el estudio de las mismas. Como la luz que se propaga en el interior de las fibras opticas
transportando la informacion de las sefiales que se inyectan tienen un comportamiento ondulatorio, al ser
funciones que dependen de dos variables: espacial y temporal, el analisis electromagnético partiendo de
las ecuaciones de Maxwell y la aplicacion del calculo superior nos permiten conocer y estudiar la
configuracion y magnitud de los campos electromagnéticos en el interior de las fibras, con la obtencion de
la ecuacion de dispersion o ecuacion caracteristica de éstas.

1 INTRODUCCION

1.1 Anélisis de la propagacion en Fibras Opticas

Una forma de estudiar el comportamiento de la
propagacion de un rayo de luz en una fibra dptica
es mediante la Optica geométrica, la cual no
aporta informacién respecto a la potencia de la
sefial, intensidades de campo eléctrico y fase de la
sefial electromagnética, tal es el caso de la
propagacion de sefial en fibras monomodo. En tal
caso es necesario el analisis electromagnético. En
este mismo sentido, en la propagacion en fibras
multimodo, no todos los rayos que forman con la
normal a la interface de separacion entre el nicleo
y la cubierta un angulo superior al critico se
propagan cémo guiados, sino que s6lo un
conjunto discreto de &ngulos del continuo lo hace.
En este caso también es necesario el analisis
electromagneético.

La fibra Optica es una guia de onda dieléctrica de
geometria cilindrica, las soluciones para el campo
eléctrico y magnético se denominan modos
hibridos donde ninguna de sus tres componentes
vectoriales es nula, a diferencia de lo que ocurre
en guia de ondas metalicas, donde las soluciones
para los campos electromagnéticos son
primordialmente modos transversales eléctricos,
magnéticos o transversales electro magnéticos. En
la préctica afortunadamente el ndcleo y la
cubierta de la fibra poseen indices de refraccion
muy similares, ello posibilita emplear la
aproximacion de guiado débil que nos permite
simplificar notablemente los resultados Ilevando
el mismo a soluciones donde tan sélo una de las
componentes del campo eléctrico y del campo

magnético son no nulas, las soluciones son
entonces ondas planas linealmente polarizadas.

Para encontrar la forma total del campo
electromagnético en fibras reales es necesario
considerar la teoria de acoplo de modos, para
estudiar el intercambio de energia que se realiza
entre modos de propagacion, dado que los modos
propagados no son independientes entre si.

1.2 Teorias que sigue este trabajo

Si bien la luz tiene un comportamiento dual:
corpuscular y ondulatorio, éste ultimo permite su
estudio y analisis mediante la aplicacion de las
teorias de campos y de herramientas matematicas
de célculo y resolucion de ecuaciones
diferenciales especificas.

2 TEORIA ELECTROMAGNETICA PARA
GUIAONDAS DIELECTRICAS

La ecuacién de HELMHOLTZ viene dada por:

(V2 + KO =0 (1)

Donde V~2 es el laplaciano, k es un nimero real
positivo y 0 es un campo escalar. La ecuacion
aparece en varios contextos de la fisica dénde k
se interpreta como el nimero de onda.

La deduccion de la ecuacion desde el anélisis
electromagnético comienza a partir de las
ecuaciones de Maxwell. Para medios no
conductores libres de fuentes caracterizados por &
y 1 (6=0) las ecuaciones de Maxwell se reducen
a:
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V.E = (4)
VH=0 (5)

Estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales de
primer grado para los campos E ”y H . Podemos
combinarlas para producir una ecuaciéon de
segundo grado conteniendo s6lo uno de los
campos, esto es:

S =9 U= a(VxH 9%E
VXV sz-u%:-usat—z (6)

Ademas sabemos que:

VxT xF = ¥(¥.F) - ¥E @)
Resultando esto en:

VxV xE = —V2E (8)
Asi obtenemos:

V2E=|JST (9)

v,= % (10)

=1
P_\/E (11)
Obtenemos asi
2z 1 0%E
VE = 0T 02 (12)
T2p _ L 0%FE _
VE T = 0 (13)

Analogamente lo podemos plantear para el campo
magnético resultando:

S 1 9%H _

V?H — PR 0 (14)
Estas dos ecuaciones anteriores, 13 y 14,
representan las ecuaciones de onda vectoriales
homogéneas. Si a estas ecuaciones las
descomponemos en coordenadas cartesianas
podemos descomponerlo en tres ecuaciones de
ondas escalares, homogéneas y unidimensionales.
Cada componente del campo eléctrico y
magnético debe satisfacer una ecuacion cuya
solucién representa una onda. Si se supone que el
campo tiene dependencia armonica con el tiempo
de la forma:

@ = Re(Fye~™t) (15)

Donde ¥ puede ser tanto E como H, concluimos
asi:

S I

VZES + _ZES = 0 (16)
Vp

V2Es + k2Es =0 (17)

Analogamente encontramos la siguiente ecuacién
para el campo magnético:

V2H + k?Hg = 0 (18)

Concluimos asi para el campo eléctrico en la
ecuacion de Helmotz:

V2Eg + k?Eg =0 (19)

(V2 +k?)Eg =0 (20)

Del mismo modo se puede plantear para el campo
magnético. Siendo el campo eléctrico vy
magnético campos escalares.

3 FIBRADE SALTO DE iND]CE:
ECUACION DE DISPERSION

Es necesario en este caso considerar una serie de
simplificaciones para continuar, una de ellas es
que tanto en el ndcleo como en la cubierta el
indice de refraccibn es constante con la
coordenada radial. En segundo lugar el indice en
la cubierta puede considerarse infinita a todos los
efectos.

El operador laplaciano en coordenadas cilindricas

se puede expresar como:

ye= 2 1o 1 0f o7
ar2 ' ror | r20e2 ' 922

(1)

Podemos de este modo expresar la ecuacion de
Helmotz para los campos eléctricos y magnéticos
cémo:

2 19 1 92 E(r,0,z)
ﬁ ;ar r2 692 022] [H(rez)
E(r,0,z)

[H(r,e,z)

=0 (22)

Dado que cada campo posee tres componentes,

siendo en coordenadas cilindricas:

E(r,0,z) = E.(1,0,2)T + Eg (1, 6, 2)0 +
E,(r,0,2)Z (23)

La ecuacidn corresponde a un sistema de seis
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Para resolver este tipo de ecuaciones aplicaremos
el método de separacion de variables, dénde la
funcion solucién propuesta obedece a la forma:

E(r,0,z)] _[E@,6) iz

[H(r, 6,2)| = [H(r, ole”’ (24)
Para este caso se elige
f(z) = ek, (25)
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A modo demostrativo resolveremos para el
campo eléctrico, para el caso de la componente z,
consideramos s6lo una de las ecuaciones, esto es:

%2 10 1 92

St ot g B 0] +
k?[E,(r,6)] = 0 (26)
Donde:

[E,(r,0)] = E(r,0)e 7/ (27)

A la ecuacidn podemos expresarla de otro modo
cémo:

% Ttz 392] [E,(r,®)] + 22 [E,(r,0)] +
kz [E (r: e)] =0 (28)
Siendo:

%[Ez(r' e)] =£ E(r,H)e‘f/”Z =

(_ﬁZ)E(T, ) (29)
Quedando la expresién cémo:

% ror rz 692] [E,(r,0)] + (- ,8 )E,(r,0) +
k2 [Ez (r’ e)] =0 (30)

92 19, 1 9%
ar? r 6r r2 062

| (B, (r, )] + (K -

B*) E,(r,8) =0 (1)
Proponemos otra nueva separacién de variables:
[E,(r,0)] = @) (32)

siendo1=0,1,2,3.....
En este caso la f(6) propuesta tiene que verificar
que:

f6+k2m) =f(0),k=12... (33)
Si:
f(6) = el (34)

La condicion anterior sélo puede verificarse si |
es entero.
La Ultima ecuacion queda de la siguiente manera:
a2 14 , 1 9? L

[ T T +jlo 2 _

ar2 " ror + r2 992 ¢()e + (k
B e(r)e =0 (35)

2 r r 2
a<p()+10<p()+(kz_ﬁz_i_2) o) =0 (36)

ar? r or
Esta Gltima ecuacién es una ecuacion diferencial
de Bessel. Las soluciones son funciones de Bessel
de orden |, y dependen en general del término:
_ 52
Si este término es mayor que cero, entonces la
funcion solucién es:

@(r) = CqJy(hr) + C,Y, (hr) (37)

Donde C; y C, son constantes; J;(x) y Y,(x) las
funciones de Bessel de primera y segunda especie

respectivamente, y h = \/k? — §2.
Si por el contrario el término (k% — $?) es menor
que cero, entonces la funcién solucion es:

o(r) = C31(qr) + C4K(qr) (38)

donde C; y C, son constantes; I, e K; son las
funciones modificadas de Bessel de primera y
segunda especie respectivamente, y q =
VB2 — k2.

Las expresiones 37 y 38 representan las posibles
variaciones radiales del campo electromagnético
en un dieléctrico al emplear coordenadas
cilindricas.

Ambas ecuaciones dependen del érden L de la
variacion acimutal, siendo este un nimero entero,
por lo tano la solucion a la ecuacion de Helmotz
no es Unica, sino que existen infinitas soluciones,
cada una de ellas da un patrén de campo eléctrico
transversal al eje z de propagacion, que viene
caracterizado por un patrén acimutal y radial
diferente. Cada una de éstas soluciones se
denomina MODO y pueden ser de varios tipos.
En comunicaciones son de particular interés los
modos guiados que se caracterizan por tener su
energia confinada en el nucleo de la fibra, siendo
la energia transportada en la cubierta una funcién
fuertemente decreciente con la separacién r
respecto al eje del nicleo.

Cdémo se menciond anteriormente, las formas de
las posibles soluciones viene dado por las
ecuaciones 37 (funciones de Bessel de primera y
segunda especie) y 38 (funciones modificadas de
Bessel de primera y segunda especie)

Ambas son posibles tanto en la cubierta como en
el nucleo, sin embargo s6lo una de las posibles
combinaciones dard lugar a modos guiados.

Si se desea que la sefial propagada este confinada
en el nicleo: los campos deben ser fuertemente
decrecientes en la cubierta. La Gnica funcion de
Bessel que presenta dicho comportamiento al
aumentar su argumento es la funcion K, (x).
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K,(x)

Ko(z)

Li] 1 * x
Figura 1. Funciones de Bessel

Por lo que en la cubierta la funcion solucion es la
ecuacion 38. Esto implica que en la cubierta:
B = nyky = =2, (39)
En este caso C; necesariamente tiene que valer
cero dado que I;(x) es una funcidén creciente con
el argumento.

Asi en la cubierta la solucion para la componente
Z de los campos electromagnéticos es:

E,(#t) = Ck,(qr)e/'® ¢l Wt=F2) (40)
H,(7,t) = Dk, (qr)e/"® e/ (vt =) (41)

Donde C y D son constantes arbitrarias y el
parametro g viene dado por:

g= 5 - (22)’ “2)

Para los campos que se propagan en el ndcleo:
debemos considerar su comportamiento en las
inmediaciones de su eje, esto es cuando r — 0, la
Gnica funcibn que se adecua en su
comportamiento es J; (x).

Y

Jylx)

Figura 2. Funciones de Bessel

Por lo que en el nicleo la funcion solucién

propuesta es la ecuacion 37. En este caso C, = 0

ya que Y;(x) » o si x— 0. En el ndcleo B <
niw

n1k0 = T

Asi en el nucleo los campos electromagnéticos

segun el eje z vienen dados por:

E,(#t) = AJ,(hr)ell? o Wt=F2) (43)

H,(#t) = BJ,(hr)e'? e Wt=Fz) (44)
Donde:

= Je e w

Considerando lo anterior encontramos que la
condicién que debe cumplir la constante de
propagacion para que un modo sea guiado es:

leko = % < ﬁ < n1k0 = % (46)
Lo que nos queda es aplicar las condiciones de
contorno del campo electromagnético para
determinar el valor de las constantes que aparecen
en las soluciones de las ecuaciones, para la
cubierta las constantes C y D, para el nucleo las
constantes A y B. Para el caso de la fibra Optica
las condiciones de contorno se fijan sobre la
superficie de separacion entre el ndcleo y la
cubierta. Al no existir cargas y corrientes, las
condiciones de  contorno  del  campo
electromagnético se transforman en condiciones
de continuidad de los campos tangenciales E, ,
Ey, H, y Hy en la superficie de separacion.

Las condiciones de contorno se transforman en el
siguiente sistema de dos ecuaciones:

AJi(ha) = Ck,(qa) (47)
BJi(ha) = Dk;(qa) (48)

El primer miembro de la ecuacion 47 es E; en el
nacleo y el segundo el E; en la cubierta.
Asimismo, el primer miembro de la ecuacion 48
es H; en el nucleo y el segundo el Hz en la
cubierta.

Nos resta encontrar las componentes r y 6 de los
campos eléctricos y magnéticos, asi podremos
plantear las dos ecuaciones faltantes en las
condiciones de contorno que se deben cumplir.
Para encontrarlas recurrimos a las expresiones
encontradas para los campos eléctricos y
magnéticos en el eje z y a las relaciones de la
teoria electromagnética, resultando:

B =~ e @9)
R e L D)
L el Lo e A
Hy= -2 aes]  (62)

Asi concluimos en el siguiente sistema de
ecuaciones para las condiciones de contorno:
Para la ecuacion 47:
il " jl
A5 i)+ B[-2jiha)] + ¢ [ L ki(qa)| +

q%a

p[- o (q@)| =0 (53)
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Para la la condiciones de la ecuacién 48:

A [%j[ (ha)| + B[ ji(ha)] + € [% ki(qa)] +

D [q’T’ k,(qa)] =0 (54)

El sistema de ecuaciones es homogéneo, siendo
sus incognitas A,B,C y D. Para que su solucion
sea no trivial es necesario que el determinante de
sus coeficientes sea nulo. Para ello debe
verificarse la siguiente ecuacion:

Jitha) | Ki(qa) [ﬁu(ha) n§ Kj@@a)] _
h]z(ga) qlgz(qa) hzlz(ha) qa Ki(qa)

B 1 1

(%) [(q—a) + (%) ] (55)
Esta Gltima ecuacién se denomina ECUACION
DE DISPERSION Yy su solucién nos proporciona
fijado un valor para L, los valores posibles de las
constantes de propagacion B. La solucion para
esta ecuacion se obtiene en la mayoria de los
casos por métodos numéricos, aunque con

algunas consideraciones se podria llegar a un
analisis grafico.

4 CONCLUSIONES

A partir de las expresiones matematicas de las
ecuaciones de Bessel y de su representacion
grafica podemos interpretar porque estas
ecuaciones expresan el comportamiento de los
campos dentro de la fibra. Viendo la gréfica
misma de las funciones de Bessel se nota
claramente cuéles de ellas van a representar el
comportamiento tanto en el ndcleo como en la
Cubierta.

Es interesante ademas ver que las condiciones de
continuidad en el borde de los medios, nicleo y
cubierta, se pueden plantear a partir de que la
fibra es un medio libre de cargas y de corrientes.
Otro punto importante de considerar es como a
partir del andlisis se van encontrando las
condiciones que debe cumplir la constante de
propagacion para que exista la misma.

Finalmente se debe inferir que al hacer el analisis
planteando la teoria electromagnética para el caso
de un medio dieléctrico, sucede un adecuado
desarrollo que parte desde la geometria cilindrica
de la fibra, para terminar analizando el
comportamiento de las ecuaciones de Bessel. De
este modo se puede mostrar el rigor matematico
con el que se debe analizar el comportamiento del
campo dentro de la fibra para obtener los posibles
valores de la constante de propagacién para que
exista propagacion dentro de la fibra. Esto
mediante la solucidn de la ecuacion de dispersion.
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