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RESUMEN:

En el presente trabajo, en el contexto de lo que se entiende por analisis cualitativo en matematica
aplicada, se considera un problema de Cauchy asociado a una ecuacion diferencial ordinaria lineal
de segundo orden a coeficiente variable no homogénea. Bajo oportunas hipotesis requeridas a
cumplir por los datos iniciales, la funcion coeficiente y la solicitante, se obtiene un resultado sobre el
comportamiento de la solucién del citado problema. Se provee un ejemplo concreto a fin ilustrativo.

INTRODUCCION

1. Sea u = u(t)una funcion real de la variable
independiente real t. Para tal funcion como
incognita se considera el siguiente Problema de
Valor Inicial o de Cauchy asociado a una
ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden a
coeficiente variable no homogénea satisfecha por
la misma:

U= f@®),t>0 (1.1)
Z0) = up, u(0) = ug (1.2)
Hipdtesis

Sobre las funciones q = q(t), f = f(t) en (1.1)
se requieren cumplir las siguientes condiciones:
Ho)q=q(),f=f(t) continuas, q acotada
(H) q() <0,f(t) <0,vt =0 . En tanto que,
en (1.2) se requiere

H)u; >0,uy =0

(H3) q(t) mondtona creciente
(Hy) f(t) mondtona estrictamente decreciente.
Es conocido el hecho de la existencia de una
profusa produccion de resultados de naturaleza
analitica y/o numérica reportados en la
bibliografia corriente sobre un problema de
valores iniciales (PVI) o de Cauchy asociado a
una ecuacion diferencial de segundo orden del
tipo (1.1) o similar. No obstante, no abundan
resultados de tipo cualitativo (a priori) sobre el
comportamiento de la solucién del PVI que nos
ocupa.

Algunos resultados en la direcciéon de lo abordado
en el presente trabajo fueron reportados por Villa

y Acosta (2004), (2005), (2006), (2009). En los
trabajos antes citados se reportaron algunos
resultados sobre comportamiento de la solucion y
su dependencia con datos y parametros, obtenidos
via andlisis cualitativo sobre un PVI tipo (1.1) -
(1.2).

En el presente articulo, usando conceptos y
técnicas elementales del andlisis matematico
aplicables a las ecuaciones diferenciales
ordinarias, se obtiene un resultado global sobre la
solucion de (1.1) — (1.2) bajo la hipdtesis (Hy) a
(Ha).

2. RESULTADOS PRELIMINARES

¢ Integrando (1.1) teniendo presente (1.2) se

du

== u, - [ q@u@)dr +

[y f(@adr, @.1)
Introducimos ahora las funciones s =s(t) y
P =P(t) definidas como:

s(t) = fotq(‘r)dr,P(t)exp(— foss(r)d‘r) (2.2)
Entonces, usando una oportuna  integracion por
parte a partir de (2.1) se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial lineal general de primer
orden “formal” satisfecha por la funcion u de

(1.1):

obtiene

=+ s(Oult) = h(e),t >0 (2.3)
donde en (2.3), la funciéon h = h(t) viene dada
como h(t) =u, + fotf(‘r)dr +
fots(r)%d‘r, t>0 2.4)

A Ahora, apelando al conocido concepto de



factor integrante, a partir de (2.3) se obtiene la
siguiente representaciéon para la solucién u de
(1.1) - (1.2):

td t
u(t) = P(t) {ul fo p(z) tlo %dr +

t] 1 T
I 5 fy s S dz] dx} £> 0 2.5)
donde la funcion g = g(t) en (2.5) viene dada
como

g(t) = fof f(@)dr,t >0 (2.6)
Es oportuno reescribir la expresion dada por (2.5)

de la siguiente manera

u(t) =P®[A®) +B(t)],t >0 2.7

con A(t) y B(t) dadas como
_ u;+9(7)

A(t)—fO[P()]d T,t>0 (2.8)

B(®) = [} [P( =H s()5dz|dr,t >0  (29)
Al ser la funcién P = P(t) estrictamente positiva,
el signo del segundo miembro de la expresion
dada por (2.6)viene determinado por el signo de
la suma A(t) + B(t).
Observacion 1.

En virtud de (H,), a partir de (2.2) se sigue que
s(t) <0,vt=0 (2.10)
Observacion 2.

En virtud de (H,) y (Ho) a partir de (2.1) se infiere

que existe to >0 tal que
2> 0,vt € [0,t] @.11)
u(t) > 0,vt € (0,t,] (2.12)

A La solucion de (1.1) — (1.2) no puede tener un
minimo positivo local en su dominio de
existencia.

En efecto, si ello ocurriera, en vista de (H,), antes
de alcanzar tal minimo debe pasar por un maximo
local positivo denotando con ty vV 4
respectivamente a las abscisas del maximo y el

minimo (t; > ty), se debe wverificar:
dtz 7 () = f(to) — q(to)u(ty) < 0 (2.13)
dtz () = f(t) — qt)u(ty) > 0 (2.14)
es decir:

f(to) < q(to)ulto), (2.15)
f(t1) > q(t)ulty), (2.16)

Notese ahora que la desigualdad (2.16) es de
imposible cumplimento a la vista de (H;) y (Hy).
A La solucion de (1.1) — (1.2) no puede tener un

comportamiento asintotico tal que
im0 u(t) o (2.17)
0 tal que
limg, 400 u(t) =g, (2.18)

En efecto si se diere (2.17) se tendria una
situacion segun la cual el limite correspondiente

., . . du .
con funcidon derivada primera - Creciente, es

. a? . .
decir con d—t’;> 0, lo es contradictorio con el
siguiente resultado que se sigue de (1.1):

= lim [f(8) - q(Ou®)] =

lim
t—>+o dtz

tlian f()<o
Si se diere (2.18), existiria t, >0 tal que
u(t,) <0 seria un minimo local, donde se
deberia tener

dtz Z(ty) >0, (2.19)
Por otra parte, a partir de (1.1) se sigue que

dtz (tz) f(t2) — q(t)u(ty) <0, (2.20)
lo que es contradictorio con (2.19).
A En vista del resultado local expresado por
(2.17) es procedente analizar la siguiente
alternativa sobre el comportamiento global de u
solucion de (1.1) — (1.2):

u es monotona creciente Vt > 0 (2.21)
Vamos a ver que tal comportamiento no es
posible.
En efecto (2.21) implica que la funcién B = B(t)
definida por (2.13) verifica que
B(t) <0,vt >0, (2,22)
Por otra parte, en virtud del comportamiento de la
funciéon g = g(t) emergente de (H)) y (2.6),
necesariamente a partir de un T > 0, la funcion
A(t) tomara valores negativos y en consecuencia
naturalmente se tendra
A)+B(t) <0,vt=T
es decir, se tendria u(t) < OV<T.
3. RESULTADO GLOBAL SOBRE EL
COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION u
DE (1.1) - (1-2).
TEOREMA. Sea u = u(t) solucion de (1.1)-(1.2)
con las hipotesis consignadas sobre g = q(t), f =
f(t) y con datos iniciales segun (H,).
Entonces las dos unicas eventuales alternativas de
comportamiento para u son:
¢ 3,> 0 tal que u es mondtono estrictamente
creciente en (0,t;,) y monétona estrictamente
decreciente para t > t,.
4¢ 3,>0 y L>0 tal que u es mondtona
estrictamente creciente en (0,t;) y mondtona
decreciente para t >,t;, con el comportamiento
asintotico:

lim u(t) = L*

t—>+00
Prueba: Es una consecuencia que se infiere
naturalmente de los resultados preliminares
reportados en la seccion precedente.

(2.23)

4. EJEMPLO ILUSTRATIVO PARA LA
ALTERNATIVA ¢

Sea (1.1) — (1.2) con las siguientes funciones
q=q@)yf=f1:
g=t=et—2f()=e"-2u,=1 (4.1)
El PVI se resolvid con tales datos usando un
simulador no lineal. La curva obtenida grafica de
la solucién tiene el comportamiento previsto por
la alternativa ¢ del Teorema.
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