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RESUMEN: 
En el presente trabajo, en el contexto de lo que se entiende por análisis cualitativo en matemática 
aplicada, se considera un problema de Cauchy asociado  a una ecuación diferencial ordinaria lineal 
de segundo orden a coeficiente variable no homogénea. Bajo oportunas hipótesis requeridas a 
cumplir por los datos iniciales, la función coeficiente y la solicitante, se obtiene un resultado sobre el 
comportamiento de la solución del citado problema. Se provee un ejemplo concreto a fin ilustrativo. 
 

INTRODUCCION 

1. Sea ݑ ൌ  ሻuna función real de la variableݐሺݑ
independiente real ݐ. Para tal función como 
incógnita se considera el siguiente Problema de 
Valor  Inicial o de Cauchy  asociado a una 
ecuación diferencial ordinaria de segundo orden a 
coeficiente variable no homogénea satisfecha por 
la misma: 
ௗమ௨
ௗ௧మ ൅ ݑሻݐሺݍ ൌ ݂ሺݐሻ, ݐ ൐ 0                    (1.1) 
ௗ௨
ௗ௧

ሺ0ሻ ൌ ,ଵݑ ሺ0ሻݑ ൌ  ଴                                   (1.2)ݑ
Hipótesis 

Sobre las funciones ݍ ൌ ,ሻݐሺݍ ݂ ൌ ݂ሺݐሻ en (1.1) 
se requieren cumplir las siguientes condiciones: 
(H0 ) ݍ ൌ ,ሻݐሺݍ ݂ ൌ ݂ሺݐሻ      continuas, ݍ  acotada                                                                     
(H1)  ݍሺݐሻ ൏ 0, ݂ሺݐሻ ൏ 0, ݐ׊ ൒ 0 . En tanto que, 
en (1.2) se requiere                                           
(H2)ݑଵ ൐ 0, ଴ݑ ൌ 0                                                                
(H3) ݍሺݐሻ monótona creciente                              
(H4) ݂ሺݐሻ monótona estrictamente decreciente.  
Es conocido el hecho de la existencia de una 
profusa producción de resultados de naturaleza 
analítica y/o numérica reportados en la 
bibliografía corriente sobre un problema de 
valores iniciales (PVI) o de Cauchy asociado a 
una ecuación diferencial de segundo orden del 
tipo (1.1) o similar. No obstante, no abundan 
resultados de tipo cualitativo (a priori) sobre el 
comportamiento de la solución del PVI que nos 
ocupa.                                                                     
Algunos resultados en la dirección de lo abordado 
en el presente trabajo fueron reportados por Villa 

y Acosta (2004), (2005), (2006), (2009). En los 
trabajos antes citados se reportaron algunos 
resultados sobre comportamiento de la solución y 
su dependencia con datos y parámetros, obtenidos 
vía análisis cualitativo sobre un PVI tipo (1.1) -
(1.2).                 
 En el presente artículo, usando conceptos y 
técnicas elementales del análisis matemático 
aplicables a las ecuaciones diferenciales 
ordinarias, se obtiene un resultado global sobre  la 
solución de (1.1) – (1.2) bajo la hipótesis (H0) a  
(H4).                                            
2. RESULTADOS PRELIMINARES                              
♦ Integrando (1.1) teniendo presente (1.2) se 
obtiene      ௗ௨

ௗ௧
ൌ ଵݑ െ ׬ ሺ߬ሻ݀߬ݑሺ߬ሻݍ ൅௧

଴

׬ ݂ሺ߬ሻ݀߬,௧
଴                                                        (2.1) 

Introducimos ahora las funciones ݏ ൌ  ሻ yݐሺݏ
ܲ ൌ ܲሺݐሻ definidas como: 
ሻݐሺݏ ൌ ׬ ,ሺ߬ሻ݀߬ݍ ܲሺݐሻ݁݌ݔ൫െ ׬ ሺ߬ሻ݀߬௦ݏ

଴ ൯௧
଴       (2.2) 

Entonces, usando una oportuna    integración por 
parte a partir de (2.1) se obtiene la siguiente 
ecuación diferencial lineal general de primer 
orden “formal” satisfecha por  la función ݑ de 
(1.1):                                                                  
ௗ௨
ௗ௧

൅ ሻݐሺݑሻݐሺݏ ൌ ݄ሺݐሻ, ݐ ൐ 0                         (2.3) 
donde en (2.3), la función ݄ ൌ ݄ሺݐሻ viene dada 
como                          ݄ሺݐሻ ൌ ଵݑ ൅ ׬ ݂ሺ߬ሻ݀߬ ൅௧

଴

׬ ሺ߬ሻݏ ௗ௨
ௗఛ

݀߬, ݐ ൐ 0௧
଴                                         (2.4) 
▲ Ahora, apelando al conocido concepto  de 



factor integrante, a partir de (2.3) se obtiene la 
siguiente representación para la solución  ݑ de 
(1.1) – (1.2):           
ሻݐሺݑ ൌ ܲሺݐሻ ቄݑଵ ׬ ௗఛ

௉ሺఛሻ
൅௧

଴ ׬ ௚ఛ
௉ሺఛሻ

݀߬ ൅௧
଴

׬ ቂ ଵ
௉ሺఛሻ

; ׬ ሻݖሺݏ ௗ௨
ௗ௭

ఛݖ݀
଴ ቃ ݀߬௧

଴ ቅ ݐ   ൐ 0                  (2.5) 
donde la función ݃ ൌ ݃ሺݐሻ en (2.5) viene dada 
como                                    
݃ሺݐሻ ൌ ׬ ݂ሺ߬ሻ݀߬, ݐ ൐ 0௧

଴                                  (2.6) 
Es oportuno reescribir la expresión dada por (2.5) 
de la siguiente manera                                  
ሻݐሺݑ ൌ ܲሺݐሻሾܣሺݐሻ ൅ ,ሻሿݐሺܤ ݐ ൐ 0                   (2.7) 
con ܣሺݐሻ y ܤሺݐሻ dadas como                         
ሻݐሺܣ ൌ ׬ ቂ௨భା௚ሺఛሻ

௉ሺఛሻ
ቃ ݀߬, ݐ ൐ 0௧

଴                           (2.8) 

ሻݐሺܤ  ൌ ׬ ቂ ଵ
௉ሺఛሻ

. ׬ ሻݖሺݏ ௗ௨
ௗ௭

ఛݖ݀
଴ ቃ ݀߬, ݐ ൐ 0௧

଴        (2.9) 
Al ser la función ܲ ൌ ܲሺݐሻ estrictamente positiva, 
el signo del segundo miembro de la expresión 
dada por (2.6)viene determinado por el signo de 
la suma ܣሺݐሻ ൅                           .ሻݐሺܤ
Observación 1. 
En virtud de (H1), a partir de (2.2) se sigue que 
ሻݐሺݏ ൏ 0, ݐ׊ ൒ 0                                           (2.10) 
Observación 2. 
En virtud de (H2) y (H0) a partir de (2.1) se infiere 
que existe ݐ଴ ൐ 0 tal que                                  
ௗ௨
ௗ௧

൐ 0, ݐ׊ א ሾ0,   ଴ሿ                                       (2.11)ݐ
ሻݐሺݑ ൐ 0, ݐ׊ א ሺ0,    ଴ሿ                                   (2.12)ݐ
▲ La solución de (1.1) – (1.2) no puede tener un 
mínimo positivo local en su dominio de 
existencia. 
En efecto, si ello ocurriera, en vista de (H2), antes 
de alcanzar tal mínimo debe pasar por un máximo 
local positivo denotando con   ݐ଴ y ݐଵ 
respectivamente a las abscisas del máximo y el 
mínimo  ሺݐଵ ൐              :଴ሻ, se debe verificarݐ
ௗమ௨
ௗ௧మ ሺݐ଴ሻ ൌ ݂ሺݐ଴ሻ െ ଴ሻݐሺݑ଴ሻݐሺݍ ൏ 0             (2.13)    
ௗమ௨
ௗ௧మ ሺݐଵሻ ൌ ݂ሺݐଵሻ െ ଵሻݐሺݑଵሻݐሺݍ ൐ 0              (2.14) 
es decir: 
݂ሺݐ଴ሻ ൏    ଴ሻ,                                     (2.15)ݐሺݑ଴ሻݐሺݍ
݂ሺݐଵሻ ൐  ଵሻ,                                     (2.16)ݐሺݑଵሻݐሺݍ
Nótese ahora que la desigualdad (2.16) es de 
imposible cumplimento a la vista de (H3) y (H4). 
▲ La solución de (1.1) – (1.2) no puede tener un 
comportamiento asintótico tal que 
lim௧՜ାஶ ሻݐሺݑ ՜଴

ା                                          (2.17) 
o tal que                                              
lim௧՜ାஶ ሻݐሺݑ ՜଴

ି,                                         (2.18) 
En efecto si se diere (2.17) se tendría una 
situación según la cual el límite correspondiente 
con función derivada primera ௗ௨

ௗ௧
 creciente, es 

decir con ௗమ௨
ௗ௧మ ൐ 0, lo es contradictorio con el 

siguiente resultado que se sigue de (1.1): 

lim௧՜ାஶ 
ௗమ௨
ௗ௧మ ൌ lim

௧՜ାஶ
ሾ݂ሺݐሻ െ ሻሿݐሺݑሻݐሺݍ ൌ

lim
௧՜ାஶ

݂ሺݐሻ ൏ 0                        
 Si se diere (2.18), existiría ݐଶ ൐ 0 tal que 
ଶሻݐሺݑ ൏ 0 sería un mínimo local, donde se 
debería tener                 
 ௗ

మ௨
ௗ௧మ ሺݐଶሻ ൐ 0,                                                 (2.19) 

Por otra parte, a partir de (1.1) se sigue que 
ௗమ௨
ௗ௧మ ሺݐଶሻ ൌ ݂ሺݐଶሻ െ ଶሻݐሺݑଶሻݐሺݍ ൏ 0,             (2.20) 
lo que es contradictorio con (2.19). 
▲ En vista del resultado local expresado por 
(2.17) es procedente analizar la siguiente 
alternativa sobre el comportamiento global de ݑ 
solución de (1.1) – (1.2): 
ݐ׊   es  monótona creciente ݑ  ൐ 0               (2.21)                        
Vamos a ver que tal comportamiento no es 
posible. 
En efecto (2.21) implica que la función ܤ ൌ  ሻݐሺܤ
definida por (2.13) verifica que                      
ሻݐሺܤ ൏ 0, ݐ׊ ൐ 0,                                         (2,22)  
Por otra parte, en virtud del comportamiento de la 
función ݃ ൌ ݃ሺݐሻ emergente de (H1) y (2.6), 
necesariamente a partir de un ܶ ൐ 0, la función 
 ሻ tomará valores negativos y en consecuenciaݐሺܣ
naturalmente se tendrá  
ሻݐሺܣ ൅ ሻݐሺܤ ൏ 0, ݐ׊ ൒ ܶ                             (2.23) 
es decir, se tendría ݑሺݐሻ ൏ ൑׊ 0 ܶ. 
3. RESULTADO GLOBAL SOBRE EL 
COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCIÓN ݑ 
DE (1.1) – (1-2). 
TEOREMA. Sea ݑ ൌ  ሻ solución de (1.1)-(1.2)ݐሺݑ
con las hipótesis consignadas sobre ݍ ൌ ,ሻݐሺݍ ݂ ൌ
݂ሺݐሻ  y con datos iniciales según (H2). 
Entonces las dos únicas eventuales alternativas de 
comportamiento para ݑ son:  
 es monótono estrictamente ݑ ଴ > 0  tal que׌ ♦
creciente en ሺ0,  ଴ሻ y monótona estrictamenteݐ
decreciente para ݐ ൐  .଴ݐ
ܮ ଵ > 0  y׌  ♦♦ ൐ 0  tal que ݑ  es monótona 
estrictamente creciente en  ሺ0,  ଵሻ y monótonaݐ
decreciente para ݐ ൐,  ଵ, con el comportamientoݐ
asintótico: 
 lim
௧՜ାஶ

ሻݐሺݑ ൌ  ାܮ
Prueba: Es una consecuencia que se infiere 
naturalmente de los resultados preliminares 
reportados en la sección precedente. 
 
4. EJEMPLO ILUSTRATIVO PARA LA 
ALTERNATIVA ♦ 
Sea (1.1) – (1.2) con las siguientes funciones 
ݍ ൌ ݂ ሻ yݐሺݍ ൌ ݂ሺݐሻ : 
ݍ ൌ ݐ ൌ ݁ି௧ െ 2, ݂ሺݐሻ ൌ ݁ି௧మ െ 2, ଵݑ ൌ 1    (4.1) 
El PVI se resolvió con tales datos usando un 
simulador no lineal. La curva obtenida grafica de 
la solución tiene el comportamiento previsto por 
la alternativa ♦ del Teorema. 
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