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introduccion

Esta Serie Didactica ha sido elaborada con el propésito de que sirva de guia a los alumnos de
todas las carreras de grado de la Facultad de Ciencias Forestales que necesiten estudiar Ecuaciones
Diferenciales.

En ella los mismos encontraran las nociones fundamentales de las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden y de las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo ordeny
una gran variedad de problemas.

El aspecto mas importante de este material se centra en la consideracién de las ecuaciones
diferenciales como modelos matematicos.

Con este proposito se desarrollan varios modelos relacionados especificamente con las
tematicas de las distintas carreras que se cursan en nuestra facultad.

Esto Ultimo hace de la serie una alternativa de consulta apropiada también para egresados de
nuestra facultad.

Esperamos que la misma sea de gran utilidad para todos ellos.

Lic. Elsa Ibarra de Gomez
Responsable de Calculo Diferencial e Integral
Febrero de 2005
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Ecuaciones Diferenciales

I- NOCIONES GENERALES

- Considérese una poblacién que aumenta P (t) personas (o animales, bacterias o
cualquier especie de organismos) en el tiempo t.

- Supdngase que esta poblacion tiene una tasa de natalidad constante S y una

tasa de mortalidad o .
-En lineas generales, esto significa que, durante un periodo de un afio, ocurriran

S P nacimientos y o P muertes.

- Como P varia en el transcurso del afio, pensaremos en un breve intervalo de
tiempo; de ta t+At

- Para valores muy pequefios de At, el valor de P=P(t) cambiara en una cantidad

tan pequefa durante el intervalo de tiempo [t;t+At], gue se puede considerar a P

como si fuera “casi” constante.

- El nimero de nacimientos se aproximara a, ,BP(t)At (1); y el nimero de muertes

a O'P(t)At.

- Al decir que la tasa de natalidad es g y la de mortalidad es o, queremos
significar lo siguiente:

- Las razones a At de los errores, en las aproximaciones anteriores tienden a

cero cuando A tiende a cero.

- Usamos | informacion dada en (1) para deducir, de ser posible, la forma de la
funcién P(t) que describe nuestra poblacién.

- Para ello: buscaremos “la razon de cambio con respecto al tiempo” de P.

- Consideremos por lo tanto el incremento:

AP:P(t+At)—P(t); en el intervalo |:t;t+At]
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- Puesto que AP no es mas que el nimero de nacimientos menos el nimero de

defunciones, se encuentra a partir de (1), que:

AP = P(t+At) - P(t) ~ P (t)At _ aP(t)At @

AP P(t+at)-P(t)
At At

~(p-o)P(t) @

En consecuencia:

- Cuando At — 0; el cociente del 2° miembro se acerca a la derivada P’(t), y por

supuesto, también se acerca al 2° miembro (,B—O') P(t)

- Simbdlicamente:
[
lim 2 — | P(t+a)-P(Y =P'(t) @
t=0 At 0 At
Y por (3), P’(t):( ,B—a) P(t) (5)

- 'Y si designamos k = (ﬂ—a) , quedara:

P'()=k P(t) (6)
O bien:

dP
- kP (t) )

La expresion (7) es una ecuacién diferencial que puede ser considerada como

modelo matematico de la poblacién cambiante.

dx
- La ecuacion diferencial — =kx, con k constante (7), sirve como modelo
dt

matematico de una gran variedad de fendmenos naturales.

- Esta ecuacion diferencial es de facil resolucion.
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1 dx 1
- Pongamosla asi: —.— =k obien  —dx=kdt

X dt X

- Observamos que esta ecuacion representa lo siguiente:

DX [In x] - Dt [kt] )

-Si integramos, nos queda:
dx
[—=lkdt (9
X

Lo que nos permite obtener:

In x =kt + C

xk+C kx C
- y si despejamos X, tendremos: x= € —>X=€" +€ (10)

e es una constante que puede llamarse A, asi si reemplazamos en (10),

obtendremos:

x:AekX (11)

- Observamos que A no es mas que el valor de x cuando t=0, 0 sea A= X()=Xo.
Sustituyendo en (11) obtendremos la soluciéon de la ecuaciéon diferencial (7)

con el valor inicial X()=Xo:

x(t) = xoekt (12)

- La ecuaciéon (7) suele llamarse “ecuaciéon de crecimiento exponencial, o

ecuacion de crecimiento natural”.
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- En (12), se advierte que para X,)0,la solucion x(t) es una funcion creciente si
k)>0.
- Observamos las graficas de la solucion de una ecuacion diferencial tal, para los

casos en que k)0 y k(0.

_ kt
X = X,€

v
X

v
X

k)0 k(0

- Asi como este, podemos proponer muchos ejemplos de fenémenos naturales
para los cuales, ésta ecuacion sirve de modelo matematico.
Antes daremos algunas definiciones que nos permitiran introducirnos en la teoria

de las ecuaciones diferenciales. '

Definiciéon

Una ecuacién que contiene la derivada de una o mas funciones

gue dependen de una o mas variables, es una

Es decir, una ecuacion diferencial es una ecuacion que relaciona una funcién (no

conocida) Yy sus derivadas.
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Son ejemplos de ED; las siguientes:

dN ., . .
) — = k(P—N), ecuacion de crecimiento poblacional.
dt

d : . .
N E = _Rl fuerza de la resistencia del aire.

R dt

1)} dl - —k (T_A) ecuacion del enfriamiento (o calentamiento de un cuerpo).
dt

42
V) 2Y . voo0

2

dx

V)y +ky +by—senx=0
.1 Clasificacién de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo con su tipo, orden y

linealidad.
I.1.1 Clasificacién segln su tipo

Definicion

Si una ecuacion diferencial solo contiene derivadas de una o mas
funciones con respecto a una sola variable independiente,

entonces se dice que es una

Por ejemplo:

10
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d 2
I)l+y:ex “) u_y_k:[()yzo

dx dx2 dx

Definiciéon

Una ecuacién diferencial que contiene las derivadas parciales de

una o mas funciones respecto de dos o mas variables

independientes, se llama

Ejemplos:
82 82
) oy :aziy II) La ecuacion de onda es un ejemplo de esta tipo.
6t2 8)(2

En este curso estudiaremos exclusivamente ecuaciones diferenciales

ordinarias.

I.1.2 Clasificacion segun el orden

Para poder efectuar esta clasificacidn necesitaremos incorporar previamente el

concepto de orden de una ecuacion diferencial.

Definiciéon

El orden de una E.D (ordinaria o en derivadas parciales) es el

orden de la derivada de mayor orden en la ecuacion.

Por ejemplo:

11
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2 3
1) dy+5(dyj _ 4y ¢* €S unaE.D.O de 2° orden.

dx2 dx

1)) 4xﬂ+y: x €s une E.D.O de 1° orden.
dx

Observacion: Una E.D.O general de orden n, se suele representar

simbdlicamente de la siguiente manera:
1 n
F(x,y,y,...,y ):O

Si es posible despejar la derivada de orden n de la ecuacioén diferencial ordinaria

de orden n, obtendriamos:

Y = (XYY V")

I.1.3 Clasificacion segun la linealidad

Definiciéon

Se dice que una E.D de la forma y”:f(x,y,yg,,,,y”—l) es ’

n-1

cuando f es una funcién lineal de Y, Y',..., Y

Esto significa que una E.D es lineal si puede escribirse en la forma:

dy d 'y dy
a (x) +a ..t a (x)+a (x)y:g(x) (15)

n n n-1 n-1 1 dx 0

Donde ay, ay,...,an, g son funciones de x o constantes y an# o

- A partir de esta ecuacién podemos deducir las dos propiedades mas importantes
de una E.D. Lineal:

12
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) la variable dependiente y todas sus derivadas son de 1° grado, esto es,
la potencia de todo término donde aparece y es 1.

II) cada coeficiente sélo depende de x que es la variable independiente.
- Las funciones de y, como sen y, o las funciones de las derivadas de y, como e’
no pueden aparecer en una E.D lineal.

- Cuando una E.D no es lineal, se dice que “no es lineal”.

Las siguientes son ejemplos de E.D. lineales:

(y—x)dx+4xdy:0

y'=2y'+y=0
3
d
xs—y—ﬂ+6y:ex
dx”  dx

Las que siguen ejemplifican a las E.D. no lineales:

(L+y)y+2y =€" (el coeficiente 1+y, depende de y)

2
d ., .
—2y+seny =0 (el seny es una funciéon no lineal de y).
dx
d4y
y=f(X) d472 =0 (tiene potencia de y distinta de uno (y?)).
X' +Yy

.2 Solucién de una ecuacion diferencial

Definiciéon

Decimos que una funcion y= f(x) es una solucion de una E.D si
ésta se satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por

f(X) y sus correspondientes derivadas.

13
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La funcién y= f(x) se llama solucion o integral de la ecuacién diferencial.

Ejemplos:

1) Sicyy cy son constantes cualesquiera, entonces y = C;C0SX + C,Senx, es

una solucionde laE.D: — +y=o0.

2) La funcion y=xe* es solucion de la E.D. lineal: y"-2y+y=0 en

intervalo (— oo;OO).
Para demostrarlo, sustituimos

y'=xe" +e* y'"'= xe* +2e* y vemos que:

y'+2y'+y = (xeX + 2ex)— 2(xeX + ex)+ xe”
[.2.1 Soluciones explicitas e implicitas

Definiciéon

el

Una solucién en la que la variable dependiente se expresa tan
s6lo en términos de la variable independiente y constantes, se

llama solucién explicita.

Los ejemplos 1y 2 corresponden a soluciones explicitas.

Definicién

Una relacion G(x,y)=0 es una solucion implicita de una ecuacion
diferencial ordinaria como la ecuacion (14) en un intervalo 1, si

existe al menos una funcion ¢ que satisfaga la relacion y la E.D,

en |. ( G(x,y)=0 define implicitamente a la funcién ¢)

14
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[.2.2 Soluciones generales y particulares de una E.D.

-A veces a una solucion de una ecuacion diferencial se la llama integral de la
ecuacion y a su grafica, curva integral.

- En Calculo, al evaluar una antiderivada o una integral independiente empleamos
una sola constante de integracion: C.

- En forma parecida, al resolver una ecuacion diferencial de 1° orden F(x,y,z)=0,
por lo general, obtenemos una solucion con una constante arbitraria o parametro
C.

- Una solucion con una constante arbitraria representa un conjunto G(x,y,c)= de
soluciones y se llama familia monoparamétrica de soluciones.

- Al resolver una E.D de orden n, F(x, y,y',...,y“)=0 se busca una familia n-

paramétrica de soluciones G(x,y,C1,C,...,Cn)=0.
- Esto solo quiere decir que una sola E.D puede tener una cantidad infinita de
soluciones que corresponde a las elecciones ilimitadas del parametro o

parametros.

Definicion

de una E.D.

Una solucion de una E.D que no tiene parametros arbitrarios se

llama solucién particular.

Ejemplo: La funcion y =ce* +c,e™ es una familia bipardmetrica de soluciones de

la E.D lineal de 2° orden y”-y =0.

Algunas soluciones particulares son y = 0 (cuando ¢; = ¢, = 0).
y=¢e" (cuandoc; =1yc,;=0).

y =5e*—-2e™* (cuando c; =5y c, =0).

15
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Definicién

Se llama ,
F(x, Y, y',...,y”): 0 en un intervalo I a la familia n-paramétrica

G(x,Y,C1,Ca,...,Cn)=0 que la satisface.

Definiciéon

Toda funcion @ (X,C1,C2,...,Cn) €S una solucion particular una
E.D.O. de orden n, si se deduce de la solucién general , dando a

las constantes valores determinados.

Definicién

Una funcién y = ¢(x) ,
si la misma no se puede obtener de la solucién general

de la ecuacion dandole valores a los parametros.

Ejemplo:

2

x2 proporciona una familia monoparamétrica de soluciones de la

ecuacion y'= xy}/2 .

En este caso y = 0 es una solucién singular de la ecuacion, porgue no se pudo

obtener de la familia; dandole a c valores adecuados.

16
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[.2.3 Ejercicios sugeridos
Establezca si cada ecuacion diferencial es lineal o no lineal. Indique el orden de

cada ecuacion.

a) (1—x) y"—4xy'+ 5y = cos X

4
b) xy "‘—2( y) +y=0

2

2
dy dy
C)—=, |1+ ——

dy
d)—— +9y = seny
2

dx
I.2.4 Problemas de valor Inicial

A menudo nos interesa resolver una E.D sujetas a condiciones prescriptas, que

son las condiciones que se imponen a y(x) 0 a sus derivadas.

En algun intervalo | que contenga a Xo, el problema:
n
d (n—l)
Resolver: ° 7 _ Fl X,y y ey
dx

sujeta a y(Xo) = Yo; y'()%):%---’)}w)()%) =Y1 (1)

donde Yy, Yis--»¥Y,.1 SOn constantes reales especificadas arbitrariamente, se

identifica como un problema de valor inicial.

17
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Los valores dados de la funcién desconocida y(x) y de sus primeras n-1 derivadas

n_
en un solo punto Xo: y'(xo)zyl,...,)J ];(m)zyn_l, se llaman condiciones iniciales.

Problemas de valor inicial de 1° orden.
Sea por ejemplo el siguiente problema:

Encontrar la solucion particular de la E.D y =y, si se da la condicion inicial
siguiente y(0)=3.

dy dy ..
y'=y=—=y=— =dx, de donde si integramos, nos queda:
dx y
dy
[—=[ xdx+C
y
InM=x+C
x+C
y=e

X! C
y=Ce ,dondeC=e

Y es la solucidén general de la ecuacion diferencial.

Sidamos axelvalorOyay elvalor 3 en lasolucién general, obtendremos:

3=Ce’ de donde C = 3 y la solucién particular que corresponde a la condicion
inicial y(0) = 3, es:

18
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[I- ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN.

1.1 Generalidades

n __ ' n-1
Se dice que una E.D de la forma y = f(x, Yi¥oey ) es , cuando f es una

n-1

fiincidn lineal de y’ y URRRE y

La ecuacion diferencial ordinaria de primer orden tiene la forma:
F(x,y,y)=0

Si esta ecuacion se resuelve respecto a y, se puede escribir en la forma:
y'=f (xy)

En este caso se dice que la ED esta solucionada respecto de la derivada.
Para tal ecuacion es valido el siguiente teorema acerca de la existencia y

unicidad de la solucion de una ED.

Teorema

la

Si enla ecuacion Yy =f(x,y) la funcién f(X,y) y su derivada

of
parcial Y respecto a yson continuas en cierto dominio D del

plano oxy , y si (Xo, Yo) €S un punto de este dominio, entonces

existe la Unica solucién de esta ecuacion, y= go(X) , que satisface la

condicion Y=Y, para X=Xp.

Nos referiremos ahora a algunos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de

1° orden:

19
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[1.1.2 Ecuaciones diferenciales con variables separadas y separables

1° caso:
Una E.D de 1° orden puede resolverse por integracion, si es posible reunir todos
los términos en y con dy y todos los términos en x con dx. Es decir, si es posible

escribir la ecuaciéon en la forma:

f(y)dy+g(x)dx:0 (17)

entonces la solucion general es:

jf(y)dy+jg(x)dx=C, donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo 1:

Revuélvase la ecuacion: (x2 +1)d_y - x( y2 +1)
dx
Solucion:

Pasando a la forma diferencial, separando variables e integrando obtenemos:

(x2+1)dy = x(y2+1)dx

dy  xdx
y2+l x2+1
tg_ly:;In x2+1 +C

Ejemplo 2:
- Algunos modelos de crecimiento de poblacién suponen que la razén de cambio

de la poblacién en el intervalo t, es proporcional al nimero y de individuos

presentes en ese momento. Esto conduce a la ecuaciéon ﬂ:ky.
dt

20
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Donde k es una constante positiva si la poblacion crece, y negativa si la poblaciéon

decrece.

Para resolver esta ecuacion, separamos variables e integramos:

dy

= [kdt

0 sea |nM:kt+C.

(y>0)

kt+C C
Resulta que y _ ¢ 1 _cekt donde c =¢ 1

Si denotamos por Y, a la poblacion cuando t =0, entonces C =yg y y = y,e"

Esta ecuacion se conoce como la ley de crecimiento exponencial.

Definiciéon

Se dice que una ecuacion diferencial de 1° orden de la forma

g—iz g(y)h(x)

es senarabhle o de variahles senarables.

Para resolverla la transformamos del modo siguiente:

Ldy = h(x)dx (18)
a(y)

Integrando el primer miembro respecto de y y el segundo miembro respecto de x,

obtenemos.

[ _dy=[he)dx+C (19)
g(y)

21
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Hemos obtenido una expresidbn que relaciona la solucion vy, la variable
independiente x y la constante arbitraria C, es decir, hemos obtenido la integral

general de la ecuacion.

Definiciéon

La ecuacion de la forma

M1(x) Nt(y) dx +Mz2(x) N2 (y) dy=0 (20)

Se llama

Podemos transformar esta ecuacion a una ecuacion con variables separadas
dividiendo ambos miembros por la expresion N, (y) M, (x): (Suponiéndolas
distintas de cero)

Ml(X)Nl(y) dX+ MZ(X)NZ(y) dy=0 O M]_(X) dX + Nz(y) dy — O
N,(VM () Ni(y)M,(x) M,(x)  Ny(y)

Y esta es una ecuaciéon de la forma (17)

Ejemplos:

1) Sealaecuaciéon
(1+x) y dx + (1-y) x dy =0

Separando variables, encontramos:

1+Xx 1-
—adx+ —ydy =0
X y

(1+1j dx + (1—1] dy=0
X y
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Integrando, obtenemos

N |x|+x+In|y|-y=C O N |xy|+x-y=C

siendo esta ultima relacion la solucion general de la ecuacion diferencial.
2) Un problema de valor inicial

Resolver el problema de valor inicial d_yz_;y(4)=3
Xy

Solucién: separamos variables  ydy=—xdX, integramos:

J ydy=/ - xdx
2 2

y X +C
2 2 1

Esta solucion puede escribirse en la forma x* + y* = C?, si sustituimos la constante
2C, con C?. La solucién representa una familia de circulos concéntricos cuando x
=4yy=3.

19+9=25=C?

Asi el problema de valor inicial determina que x*+ y* = 25.
3) Problema de la desintegracion del radio.
Se sabe que la velocidad de la de la desintegracion del radio es directamente

proporcional a su masa en cada instante dado. Determinar la ley de variacion de

la masa del radio en funcién del tiempo, si para t=0 la masa del radio fue m,

Segun la hipétesis dm _ _km, (1)
dt

Esta es una ecuacion con variables separables.

Donde k es un coeficiente de proporcionalidad (k>0).

23



Ecuaciones Diferenciales

Ponemos el signo menos, porque a medida que transcurre el tiempo la masa del
e dm
radio disminuye y, por eso m < 0.

Separemos las variables.

am _ _dt 22
dt

Resolviendo esta ecuacion, obtenemos:

In m= -kt+ In C,

de donde

m=Ce™ (23

Sea mg la masa del radio en el instante t=0, entonces C debe satisfacer la

relacion:

mo= C e*°=C.
Introduciendo el valor de C en la ecuacion (23), obtenemos la dependencia

buscada de la masa del radio en funcién del tiempo.

m=moe™ (24)

El coeficiente k se determina de manera experimental de la manera siguiente:
Sea a el % de la masa inicial del radio desintegrada durante el tiempo to. Por lo

tanto cumple la correlacion:

(1- 1%0 )Mo = moe™,

de donde:

—In(1 &
Kto=In (1- )

1 a
k=- ZIn(1- 2
t, n( 100)
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para k= 0.00044 (la unidad de medida del tiempo en el afio).

Poniendo este valor en la férmula (24), tenemos

m= moe-0.00044t

Hallaremos el periodo de semi desintegracion del radio, o sea el intervalo de

tiempo durante el cual se desintegra la mitad de la masa del radio.
m

Sustituyendo m en la ultima férmula por el valor

para determinar el periodo T de semidesintegracion:

De donde:

O sea,

m

0_ Mg e-000044T

-0.00044T =-1In 2

o In2

= 7 =1590 afnos.
0.00044

, obtenemos

la ecuacion
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Ejercicios sugeridos
1) Resuelva las ecuaciones diferenciales por separacién de variables.

d
1.1)—y= sen5x

dx

1.2)dx—x2dy:0

1.3)xy'=4y
1.4)y—— =0
y X+2
ds
1.5)—=Kks
dr
d +1
1oy I
dx X

2) En los siguientes problemas, resuelva la E.D, sujeta a la condicion inicial

respectiva.
2 Ly - yiy(1)=3
dx ’

2.2)4ydx—x(y—3)dy:0;y(2):1

2.3)y'+2y=1;y(0)=/2

2.4y 3 _ 4(x2+1);x =1
dy 4

3) En los siguientes problemas, determine una solucién de la ecuacion
diferencial dada que pase por los puntos indicados.

s9¥y2-9. DOO BOI c%?}

am%:ﬁﬁ,mmm b) (0.0) cﬂ%@

Problemas

Una mafiana de enero comienza a nevar y sigue nevando a razon constante. Una
maquina quitanieves se pone a trabajar a medio dia, limpiando a razén constante
(volumen por unidad de tiempo). Entre la una y las dos avanzo solo la mitad de lo

que avanz6 entre el mediodia y la una. ¢ A qué hora empezé a nevar?
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ﬂ:k:dv:kdt
dt

v=kt+C

Ley de enfriamiento de Newton.
Suponga que la temperatura T de un pequefio objeto caliente situado en un medio

de temperatura T, decrece a razon proporcional T —T,. Si el objeto se enfria de

100°C a 80°C en 20 minutos cuando la temperatura circulante es de 2°C.

¢,Cuanto tardara en enfriarse de 100°C a 60°C?
[I.2 Ecuaciones diferenciales homogéneas de primer orden

Il. 2.1 Generalidades

Veamos antes de desarrollar el tema el concepto que nos sera de utilidad.

Definiciéon

Una funcién fque tiene la propiedad:

f (tx,ty): t% f (x,y)

para un nimero real ¢, se dice que es una

de grado ¢.

Por ejemplo: f(x,y)=x3+y3es una funcion homogénea de grado 3, pues

(097+(o)’

t3 x3+y3)

=3¢ (x,y)

(o)
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Definicién

Vo fy)

La ecuacion de 1° orden dx (25), se llama

respecto de xe J.

respecto de xe ysila funcidon f{x,y) es homogénea de grado cero

[1.2.2 Solucién de una ecuacion diferencial homogénea

Por ser homogénea de grado cero: f(/‘tx,/ly): f(x,y), haciendo ﬂzl,
X

tendremos:

f(x, y)= f(l,lj, es decir, la funcion homogénea de grado cero solo
X

depende de la razon de los argumentos.

En este caso, la ecuacion (25) toma la forma:

d_y: f [1,1j (25")
dx X

Efectuaremos la sustitucion U=, de aqui y = ux

, dy du
Derivando: —=U+—X
dx dx

Sustituyendo este valor de la derivada en (25’) obtenemos:

du

u+x—-="f (1,u), gue es una ecuacion de variables separables.

dx
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_ _ du dx
Separando variables e integrando, nos queda: jizj —+C
f (1,u)—u X
Sustituyendo u por la razén X , después de integrar, obtenemos la integral de la
X
ecuacion (1').
Ejemplo:
d X
Sea la ecuacion: —y = —y (1)
dx 2 2
X -y

Verificamos que la funcion f (x,y) es homogénea de grado cero:

txty

2,2 (22

f (tx,ty) —

t2xy

B tz(xz_yz)
=f(x,y)

Por lo tanto la ecuacién (1) es homogénea.

Realizamos la sustitucion X =U de dondey = ux.
X

Youex

dx dx
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1 1 dx
———— [du=—,int egrando

3 u X

1

———In‘u‘:ln‘x‘ﬂn‘c‘,é
2

2u

1

——— =InuxC

2
2u

Sustituyendo uzl; de donde la solucion general de la ecuacion sera:
X

2
X In|Cy|
2y2

Observacion

La ecuacion de la forma M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (26), sera homogénea sélo en el

caso en que My N sean funciones homogéneas del mismo grado.
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Ejercicios

1) Pruebe que la EDO (x2+y2)dx+2xydy=033 homogénea y resuélvala.

a)(x2+y2)dx + xydy =0
2) Idem para:
b)xzdy+(y2 —xy)dx=0

c)(x+y)dy + (x—y)dx =0
Il. 3 Ecuaciones lineales de 1° orden

[1.3.1 Generalidades

La complejidad de una E.D depende primordialmente de la manera en que se
presentan la variable dependiente y sus derivadas. De particular importancia son
las ecuaciones lineales, en las que cada término es de grado uno o cero, siendo
el grado de un término la suma de los exponentes de la variable dependiente y de

las derivadas que aparecen en él.

Definiciéon

La ecuacion gue es lineal respecto a la funciéon desconocida y su

derivada, se llama

La ecuacion lineal tiene la forma:

AT O VELY OO B

donde P(x) y Q(x) son funciones continuas dadas de x (o constantes).
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[1.3.2 Resolucion de ecuaciones lineales de primer orden

En la resolucién de una EDO de primer orden, lineal podemos encontrar los

casos siguientes:

a) Q(x)=0 y b)Q(x)#0

Caso a)

Si Q(x)=0, la ecuacion lineal suele llamarse incompleta y puede resolverse
separando variables.

Caso b)

Busquemos la solucion de la ecuacion (28), en la forma de un producto de dos

funciones de x. Esto es, busquemos una funcion de la siguiente forma:

y=u) v(x) (29

Se puede tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra se determinara

entonces segun la ecuacion (28).

Derivando los dos miembros de la igualdad (29), encontramos:

dy dv du
—=U—+V—
dx dx  dx
. dv du
Reemplazando en (28), tenemos:y =~ . “—y 4+ Puv = Q
dx dx

Sacando factor comin u: (dVJr pvj n Vd_u -Q (29
dx dx

Elijamos la funcion v de tal manera que: dv ., (30)
dx
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Separando las variables en esta ecuacion diferencial respecto a la funcioén v,

encontramos:

av _ —Pdx (31
v

Integrando, obtenemos: —InC1+Inv=—dex 6 y_c o/ Pdx

1
Puesto que es suficiente tener una solucion cualquiera, distinta de cero, de la
ecuacion (32), tomamos la funcion v(x): V(X):e‘JPdX, donde deX es una

funcion primitiva cualquiera. Es evidente que v(x) = 0.

Sustituyendo el valor encontrado de v(x) en la ecuacion (29), obtenemos

(teniendo en cuanta que d_V+ Pv=0)

dx

du
V()50 (x)
0 sea que

dx v(x)

au_Q(x)
de donde.
u= JM dx+C
v(x)
Introduciendo esta expresion en la ecuacion (29), obtenemos en definitiva:

y=v(x){j(3((:))dx+c} 0 y—v(x)js((::))dHCv(x) (32)

Ejemplo 1

Halle la solucién general de la ecuacion: 94y _ 2 y = (X+1)3 Q)
dx x+1

Para ello:
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Hacemos: y = uv

Entonces d_y = u d_V+ Vd_u
dx dx dx

Introduciendo la expresion dY en la ecuacion lineal, tenemos:
dx

uﬂ+d—uv—iuv = (x+1)3
dx dx X+1

u (dv_Zvj -+ vd—u = (x+1)3 (2)
dx

dx x+1

Para determinar v, obtenemos la ecuacion: av _ LV — 0, esdecir:

dx x+1

d_V= 2 dx. de donde
Vv X+1

Inv=2In (x+1) 0 sea Vv = (x+1)>2.

Introduciendo la expresion de la funcidon v en la ecuacion (2) obtenemos la

ecuacion para determinar u: (X+1)2d_u:(x+1)3 o) du — x + 1, de donde
dx dx
X2
u=—+x+0C
2

Por consiguiente, la integral general de la ecuacion dada tendra la forma:

y (X_ + X+ Cj(x +1)2, la familia obtenida es la solucion general.
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Ejemplo 2

Resuelva los siguientes problemas:

a)d—y+ 2y =e X

dx
X
d
b)2y—y:e/2
dx
dy senx
C)X—+3y=
)dX y=—

X
d)xdy + ydx = senxdx

1.4 La ecuacion de Bernoulli

Definicion

Sea la ecuacion: %+ P(X) y= Q(X) yn (33)

Donde P(x) y Q(x) son funciones de x (o constantes),
n=0; n=1 (en el caso contrario resulta una ecuacién lineal).

La ecuacion dada recibe el nombre de

y puede reducirse a una ecuacion lineal con una sustitucion adecuada.

Para resolverla dividamos la ecuacion (1) por y™

y

dx

nd
n—y+P

(x)y ™ =q @

Efectuemos ahora la siguiente sustitucion:

;= y—n+1
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. dz —n dy
Entonces: ~° _(_n+1 Rt
dx (=n+1)y dx

Sustituyendo en la ecuacion (35), obtendremos: d_z+ (_n+1)pz - (—n+1)Q,
dx

que es una ecuacion lineal.

Al encontrar su integral general y sustituyendo z por su expresion y_

obtenemos la integral general de la ecuacion de Bernoulli.

Ejemplo

., d
Encuentre la solucion general de 9y _ 3,3
dx
Respuesta: la solucion general de la ecuacion diferencial es:

1

\/x2 +14+Ce™ XC

g 2

[I.5 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden exactas

11.5.1 Generalidades

Definicién

n+1

Una ecuacion que puede escribirse en la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (35)
y tiene la propiedad oM~ aN , se dice que es exacta,

oy O X

debido a que su 1° miembro es una diferencial exacta.

36



Ecuaciones Diferenciales

Solucién:

Si el 1° miembro de (1) resulta ser la diferencial de una funcion f(x,y), entonces:

of of
—=M (X,y)/\—= N (x,y)
X oy

La ecuacion (35) se transforma en: df = 0 y su solucién general es f(x,y) = ¢ (36) .

Esta puede considerarse como una solucion de la ecuacion general:

M (x,y)+ N (x,y)ﬂ =0 @37).
dx
En el sentido de que la ecuacién f(x,y) = C define totalmente a y como una o mas
funciones diferenciables de x que resuelva la ecuacion (37). Para comprobarlo
diferenciemos ambos miembros de f(x,y) = C respecto de X, tratamos a y como
una funcion diferenciable de x y aplicamos la regla de la cadena y tenemos:

F(xy)=C

if(x,y):d—C
dx dx
of dx of dy
——t——=0
ox dx 09y dx

: 0
ox o0y dx

y volviendo a la notacion original: (x,y)+ N (X’y)d_y -0-
dx

Asi cualquier funcion diferenciable y = y(x) definida implicitamente por la ecuaciéon

(36) satisface la ecuacion (37).

Ejemplo:

Hallese la solucion general f(x,y) = C de la E.D: (x2 + y2 ) + (2Xy+1)d_y =0-
dx

Hallese luego la solucion particular cuya grafica pase por el punto (0,1).
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Resolucioén:

De no ser posible separar las variables en la ecuacién dada, entonces lo ponemos

en la forma: (x2+y2 )dx+ (2xy+1)dy =0

Buscamos entonces una funcién f(x,y) cuya diferencial df sea el 1° miembro de

esta ecuacion

df = (x2+y2 )dx +(2xy+1)dy

De aqui:

f f
a—: x2 4 y2 /\a—:2xy+1
oX oy

La derivada parcial of —x2 4 y2 se ha calculado manteniendo y constante, y
oX

diferenciando respecto a x. Por lo tanto podemos encontrar f manteniendo y en un

valor constante e integrando respecto a x, al hacerlo obtenemos:

3
f(x,y)=j(x2+y2)dx:x?+ y2x+k(y) (4)

donde la constante (y cte) de integracién k(y) se ha escrito como funcion de y

porque su valor puede cambiar con cada nuevoy.

Para determinar k(y), calculamos ﬂ a partir de (4) e igualamos el resultado a la
oX

derivada parcial dada, 2xy +1:

3
2 X—+y2x+k(y) =2Xy+1
oy| 3

2Xy+k '(y)=2xy+1

k‘(y):l
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Eso muestraque: k(y)=y+C, vy

3
f(x,y):x?+ xy2 +y+C

gue es la solucion general de la E.D (1).
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lll. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES COMO MODELOS MATEMATICOS

Con frecuencia se desea describir el comportamiento de algin sistema o
fendmeno de la vida real en términos matematicos. Dicho sistema puede ser
fisico, socioldgico o hasta econémico.

La descripcion matemética de un sistema o fenédmeno se llama modelo
matematico y se forma con ciertos objetivos de mente; por ejemplo, podriamos
aprender los mecanismos de ciertos ecosistemas estudiando el crecimiento de las

poblaciones de animales.
Pasos a seguir para la formulacién de un modelo matematico de un sistema:
1) Se debe identificar las variables causantes del cambio del sistema.

Podemos elegir no incorporar todas las variables en el modelo desde el

comienzo. En este caso especificamos el nivel de resolucién del modelo.

2) Se establece un conjunto de hipotesis razonables acerca del sistema que
tratamos de describir. Esas hipotesis también incluyen todas las leyes

empiricas aplicables al sistema.

Cuando las hipotesis acerca del sistema implican, con frecuencia la razén o tasa
de cambio de una o mas variables; el enunciado matematico de todos estas
hipétesis es una o0 mas ecuaciones donde intervienen derivadas. En otras
palabras, el modelo matematico es una ecuacion o sistema de Ecuaciones
Diferenciales.

Una vez formulado el modelo matematico, llegamos al problema de resolverlo.
Una vez resuelto comprobamos que el modelo sea razonable si su solucion es
consistente con los datos experimentales o los hechos conocidos acerca del
comportamiento del sistema.

Si las predicciones que se basan en las soluciones son deficientes, podemos
aumentar el nivel de resolucidén del modelo o elaborar hipétesis alternativas sobre
los mecanismos del cambio del sistema; entonces se repite los pasos del proceso

de modelado.
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Al aumentar la resolucion, aumentamos la complejidad del modelo matematico y

la probabilidad de que debamos conformarnos con una solucién aproximada.

Hipotesis

f

Expresar la hipétesis en
términos de E.D.

Si es necesario, modificar
las hipétesis o aumentar
la resolucién del modelo.

f

Comprobar las
predicciones del
modelo con
hechos
conocidos.

Mostrar las predicciones del
<«— Mmodelo, por ejemplo en forma
gréfica.

Formulacién
matematica

l

Resolver
E.D.

'

Obtener
soluciones

[l1.1 Algunos modelos mateméticos que se corresponden con ecuaciones

diferenciales

[11.1.1 Crecimiento y Decrecimiento

Uno de los primeros intentos de modelar el crecimiento demografico humano lo

hizo Thomas Malthus, economista ingles en 1798. En esencia, la idea del modelo

maltusiano es la hipotesis de que la tasa de crecimiento de la poblacién de un

pais crece en forma proporcional a la poblacién total, P(t) de ese pais en cualquier

momento t. En otras palabras, mientras mas personas hayan en el momento t,

habrd mas en el futuro. En términos matematicos, esta hipdtesis se puede

expresar:

dP
dt

)
—xP  osea d—=kP (1)
dt
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donde k es una constante de proporcionalidad. A pesar de que este sencillo
modelo no tiene en cuenta muchos factores (por ejemplo la inmigracién y
emigracion) que pueden influir en las poblaciones humanas, haciéndolas crecer o
disminuir, predijo con mucha exactitud la poblacion de EE.UU. desde 1790 hasta
1860. La E.D (1) aun se utiliza con mucha frecuencia para modelar poblaciones

de bacterias y de animales pequefios durante

ciertos intervalos. El problema de valor inicial d_X: kX, x(t j_ x donde k es
dt 0 0

constante de proporcionalidad, se emplea como modelo de distintos fendmenos

donde interviene crecimiento o decrecimiento.

Veamos algunos problemas de crecimiento:

I11.1.2 Crecimiento bacteriano "

Un cultivo tiene una cantidad inicial No de bacterias, cuando t = 1h. La cantidad
medida de bacterias es ENO' Si la razon de reproduccion es proporcional a la

cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo necesario para triplicar la

cantidad inicial de los microorganismos.

Solucién

Se resuelve la E.D: d_N — kN (1) sujeta a N(O) = No.

dt

A continuacién se define la condicién empirica N(1)= gNO para hallar k.

Tomemos (1) 9N _
dt

Pasando términos 9N KN = 0 due esuna ecuacion lineal con q(x) = 0.
dt
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dN
. ——=kN
Separando variables: dt
N
N _ at
N
dN
[|— = [kdt+C
Integramos N
In N =kt+C ,donde
kt+C
N (t): e 1
O bien N(t):(;ekt con C =e%

Cuandot=0 = N(0)=Ce*°

N(O):C y como N(0) = Ny = C = Ng

y por consiguiente (t)- Noekt_

Cuandot:1:>§N0=N0ek o bien ek zg,de aquique  _ 153 _ g 4055 Asi:
2 2

N (t)z I\|060,4055t

Para establecer el momento en que se triplica la cantidad de bacterias,

despejamos t de:

3N = N e0-4055t;  por  consiguiente, 0.4055t = In 3, vy
0 0
asi:t — In3 ~ 2 71hs
0.4055
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Y A
3NO N(t) — N0e0.4055t
No |
> X
t=271

En este ejemplo observamos que la cantidad real No de bacterias presentes en el
momento

t = 0, no influyé para la definicibn del tiempo necesario para que el cultivo se
triplicara. El tiempo requerido para aumentar una poblacion inicial de 100 a

1.000.000 bacterias siempre es de alrededor de 2.71 hs.

[11.1.3 Relacion del crecimiento con la funcion exponencial

y =e k)0 crece

y =e k(0  decrece

Si se observa el grafico de la funcion exponencial, se ve que la misma crece (al

aumentar t) cuando k)0 y decrece (al aumentar t) cuando k(0.
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Por esta razdn los problemas de crecimiento (de poblaciones) se caracterizan por
considerar un valor positivo de la constante. Mientras que cuando interviene

decrecimiento, se tiene en valor negativo de k.

I11.1.4 Crecimiento de una célula

Comencemos suponiendo que una célula tiene una masa mg y en un medio ideal
crece. De este modo vemos que su masa variara en funcién del tiempo. Esto se
expresa de la siguiente manera: m=m(t)

Supondremos ademas, que los compuestos quimicos pasan rapidamente la pared
de la célula, en este caso su crecimiento so6lo esta determinado por la velocidad
del metabolismo dentro de la célula. Como el metabolismo depende de la masa
de las moléculas participantes, podemos pensar que la velocidad de crecimiento
es proporcional a la masa en cada instante.

Podemos expresar este hecho de la siguiente manera:

dm
— =am (t
1t (t)

a= cte. de proporcionalidad a>0

Esta ecuacion corresponde a la ecuacion de crecimiento (1), sin embargo esta
ecuacion tiene una restriccion: m<m;y
Por cuanto si la masa de la célula alcanza cierto tamafo, la célula se dividira en

lugar de seguir creciendo.
111.1.5 Proceso de nacimiento-muerte

Los cambios en el niumero de integrantes de una poblacion dependen de un
balance entre el nUmero de nacimientos y muertes.
De esta forma podemos escribir:

d—N:BN - MN
dt
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donde B representa el nimero de nacimientos por individuo y por unidad de
tiempo y M es lo mismo, pero en términos de mortalidad.

Podemos escribir, por tanto:

d_N:(B_M)N =rN siendor= B-M

dt

Es decir, la tasa intrinseca de crecimiento r resulta del balance entre las tasas
intrinsecas de nacimientos y muertes. Por tanto r puede ser un nimero negativo,

por lo que si

r>0 —, 9N _ , la poblacién aumenta
Dt

r<0 —, 9N _, lapoblacién disminuye
Dt

=0 — dDN - o N permanece constante
t

Por tanto, la asuncién basica del modelo de crecimiento exponencial ( r constante)
se traduce en que las tasas intrinsecas de nacimiento y muertes tienen que

permanecer constantes.
Problema

A mediados de 1984, la poblacion mundial era de 4,76 miles de millones y
aumentaba entonces con una razén de 220 millares de personas diarias.
Supodngase que las tasas de natalidad y mortalidad son constantes.
Encontrar:

I) La tasa de crecimiento anual (k).

i) El tiempo que tardara la poblacion en duplicarse.

iii) La poblacion mundial en el afio 2000.

iv) El tiempo en que la poblacién llegard a 50 mil millones.
Solucion

Mediremos la poblacién en millares de millones y el tiempo t en afios.
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Seat = 0 el afio correspondiente a 1984. por lo tanto Py = 4,76. El hecho de que P
estd aumentando 220 millares o sea 0.00022 miles de millones de personas por

dia en el momento t = 0, significa que son:

P(t)= Poekt

pi()=P ket P'(0)=(0.00022)( 365.25) ~0.0804 miles de millones por
0

P'(0)= POk

ano.

De la ecuacion d_P: kp donde k = ,B—G , ahora:

P'(0) _0.0804

~0.0169
Pdtl_, P(0) 476

Por lo tanto la poblacidn esta creciendo a razon de 1.69% al afio.
Usaremos ese valor de k para calcular el valor de la poblacibn mundial en el

momento t.
P (1)=(476)e *010 )
Por ejemplo para t = 16 se tiene:
 (16)= (4,76 )e(00102)A0) g 54 (mil millones).

como poblacion para el afio 2000.
Para hallar cuando sera la poblacion de 9.52 miles de millones, se resuelve la
ecuacion:

- (4’76)6(0.0169)t

(tomando logaritmos naturales en ambos miembros) para obtener:

t = _n2 ~ 41(aﬁ03.), lo que corresponde al afio 2025.

0.0169
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La poblacion mundial serd de 50 mil millones cuando:

50 (4,76)e(0.0169)t
|n(50 )
f=_\/476) 139
0.0169

[11.1.6 Crecimiento restringido

La poblacion en general, o un organismo en particular, no crecen
indefinidamente. Hay limitaciones como la escasez de alimento, vivienda, espacio,
condiciones fisicas intolerables, etc.

Supongamos que existe un limite superior fijo para el tamafio de una poblacion,
individuo, tejido etc., donde el tamafio puede ser: un numero (cantidad), el
volumen, el peso, el diametro, etc..

Llamamos B al limite superior de N(t) entonces podemos aproximar N(t)

asintoticamente a B.

La velocidad de crecimiento 3N tiende a cero cuando N tiende a B, es decir B-
dt
N(t)>0
k>0 y k=cte.
Si N es pequefio en relacion a B, tenemos aproximadamente:
dN
— =y ' = kB =cte
dt

Entonces N(t) = (kB)t, es decir que N crece como funcion lineal de t.

La ecuacion 9N - kB — kN es lineal con coeficientes constantes y su solucion

general tiene la forma y=C&" +B.
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I11.1.7 Determinacién de la edad de materiales

El punto clave en la determinacion de la edad de una pintura u otros materiales
tales como rocas y fosiles es el fenomeno de la radioactividad, descubierto a
principios de siglo XX.

El fisico Rutherford y sus colaboradores mostraron que los atomos de ciertos
elementos radiactivos son inestables y que, en un intervalo de tiempo dado, una
fraccion fija de los &tomos se desintegra espontaneamente para formar un nuevo
elemento. Ya que la radiactividad es una propiedad del atomo, Rutherford mostro
que la radioactividad de una sustancia es directamente proporcional al nimero de

atomos presentes en la misma. De modo que si N(t) denota el nimero de atomos

existentes en el tiempo t, entonces 4N | el nimero de 4&tomos que se desintegra

dt
por unidad de tiempo es proporcional a N, es decir,
AN _ N @
dt

la constante A, que es positiva, se conoce como constante de decaimiento o
decrecimiento de la sustancia. Cuando mayor sea A, obviamente la sustancia
decrecera mas rapidamente. Una medida de la rapidez de desintegracion de una
sustancia es su semivida ( o vida media), la cual se define como el tiempo
necesario para que se desintegre la mitad de los &tomos iniciales de una
sustancia radioactiva. Para calcular la semivida de una sustancia en términos de
A, supéngase que en una tiempo tp, N (to)=No.

Entonces, la solucién al problema de valor inicial es

-2t d —A(t-

O bien, N/No= e_’l(t_to).

Tomando logaritmos en ambos lados se obtiene
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-t )= In— @)
0 N

0

N 2

De modo que si N :1 entonces - j(t —t ):|n£_|n2,asique
0
0

In2 0.6931
((t-t )= —2=
0 A A

En consecuencia, la semivida de una sustancia es In 2 dividido entre la constante
de decaimiento 1.
Ahora bien, la base de la determinacion de edades por medio de material

radioactivo es la siguiente: de la ecuacion (2) se puede despejar

(Lt - _—1In( N ) La constante de decaimiento se conoce o puede calcularse
N

0 A
0

en la mayoria de los casos. Mas aun, usualmente es posible calcular N con
facilidad. Asi pues, si se conociera No podria calcularse la edad de la sustancia.
Esto claramente representa un problema, ya que por lo comin no se conoce No.
En algunos casos, sin embargo, es factible calcular a No indirectamente o al

menos algun intervalo confiable en que se deba encontrar.
[11.1.8 Antigiedad de un fosil

Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby inventé un método que emplea el
carbono radiactivo para determinar las edades aproximadas de fésiles.

La teoria de la datacion con radio carbono se basa en que el isétopo de carbono
14 se produce en la atmdsfera por accion de la radiacién césmica sobre el
nitrégeno.

La razén de la cantidad de C-14 al carbono ordinario en la atmdsfera parece ser
constante y, en consecuencia, la cantidad proporcional del is6topo presente en
todos los organismos vivos es igual que la de la atmosfera. Cuando muere un

organismo la absorcién del C-14 sea por respiracion cesa. Asi, si se compara la
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cantidad proporcional de C-14 presente, por ejemplo en un fésil, con la relaciéon
constante que existe en la atmodsfera, es posible obtener una estimacion
razonable de su antigledad. El método se basa en que se sabe que el periodo
medio del C-14 radiactivo es, aproximadamente, 5600 afios.

El método de Libby se usoé para fechar los muebles de madera en las tumbas

egipcias y las envolturas de lino de los rollos del Mar Muerto.

Problema
Se analizé un hueso fosilizado y se encontré que contenia la centésima parte de

la cantidad original de C**. Determinar la edad del fésil. "

Solucién

El punto de partida es de nuevo (t ) _ A e AL

Aqui deberemos calcular la constante de decaimiento (decrecimiento). Para ello

aplicamos el hecho de que: % = A(5600 ) O sea:

A A =560k = Int- ~In2, de donde k ~7I"2_ 0000123
2 2 5600

por consiguiente:

A(t) — Abe—0.00012378t )

% ei:,%emoomf’ de modo que:

Tenemos para At)=—=>,qu
P A() 10051 1000

1000 _ ceenmiios

—-0.00012378 = Ini =-In1000 Asi t=————
1000 0.00012378

Veamos algunos problemas que se corresponden con este modelo.
1) Cierta ciudad tenia una poblacion de 25000 habitantes en 1960 y 30000 en
1970. Supongamos que la poblacién de esta ciudad contindia con una tasa

constante de crecimiento exponencial. ¢Qué poblacion pueden esperar los

planificadores para el afio 2000?
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2) En cierto cultivo, el nimero de bacterias se sextuplica cada 10 hs. ¢Qué
tiempo tardaran en duplicarse sus nimeros? Resp: = 3.8685.

3) Se sabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta con una razon
proporcional a la cantidad de personas que tiene en cualquier momento. Si
la poblacion se duplico en 5 afios. ¢En cuanto tiempo se triplicara a

cuadruplicara? Resp: 7.9.

4) La poblacion de una comunidad crece con una tasa proporcional a la
poblacion en cualquier momento. Su poblacién inicial es 500 y aumenta 15
% en 10 afos. ¢ Cudl sera la poblaciéon pasados 30 afios? Resp: 760.

v) En cualquier momento dado la cantidad de bacterias en un cultivo crece a
una tasa proporcional a las bacterias presentes. Al cabo de 3 hs. Se
observa que hay 100 individuos. Pasados 10 hs, hay 2000 especimenes.
¢,Cual es la cantidad inicial de bacterias?

vi) De acuerdo con una teoria cosmoldgica existieron is6topos de Uranio U%®

y U238

137,7 atomos de U*®  por cada uno de U%*. Usando como vida media:
U238,

, cuando la gran explosion credé el universo. En la actualidad hay

U235,

4,51 millones de afios para el 0,71 millones de afios para el

calcule la edad del universo.

Solucién

238 235
N N

Sean Ng(t) y Ns(t) el nUmero de atomos de y respectivamente en el tipo t

(miles de millones de afios después de la creacion del universo). Entonces:
No(t)=N,e™ y N,(t)=N,e™, donde Ny es el nimero original de

atomos de isotopos.

Las constantes son: k = In2 y c= In_2 en la ecuacion (8) | r = In2 :
4.51 0.71 k

Dividiéndose la ecuacion de Ng entre la ecuacion Ns para encontrar que cuando t

tiene el valor correspondiente a “ahora”, entonces:

137 7 = No _ gl
N

5
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Para terminar, resuélvase la ecuacién siguiente para llegar a:
InL377

T sl

Por lo tanto nuestra estimaciéon de la edad del universo es alrededor de 6 millones

599

de afos. (Recientes estimaciones = a 15 millones de afos).

1) El carbono extraido de un craneo antiguo contiene solo 1/6 del isétopo C** que
el que se extrajo de un hueso de la actualidad. ¢,Cual es la edad del craneo?

2) (Fechado por radiocarbonos) El carbono recogido de una reliquia sagrada de
los tiempos de Cristo contenia 4,6 x 10'° atomos de C** por gramo. El carbén
obtenido de un espécimen actual de la misma sustancia contiene 5,0 x 10*° 4&tomos
de C'* por gramo. Calcule la edad aproximada de la reliquia. ¢, Cuél es su opinién
sobre la autenticidad? Rpta : la muestra tiene alrededor de 686 afios de

antigiiedad.
[11.1.9 Ley de Newton del enfriamiento

Segun la ley empirica de Newton acerca del enfriamiento, la rapidez con que se
enfria un objeto es proporcional a la diferencia entre su temperatura y el medio
que lo rodea, que es la temperatura ambiente. Si T(t) representa la temperatura
del objeto en el momento t, Tm es la temperatura constante del medio que lo

T . . .
rodea y c:j—t es la rapidez con que se enfria el objeto, la ley de Newton del

enfriamiento se traduce en el enunciado matematico

9T T -Tm osea 9T _ k(T =Tm),
dt dt

donde k es una constante de proporcionalidad. Como supusimos que el objeto se

enfria, se debe cumplir que T)Tm, en consecuencia, lo l6gico es que k(0.

En el siguiente ejemplo supondremos que Tm es constante.
Enfriamiento de un pastel

Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300°F. Después de 3 minutos,
200°F.
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¢ En cuanto tiempo se enfriara a la temperatura ambiente de 70°F? "

Solucion

En la ecuacion dT _ " (T Tm ) vemos que Tm = 70. por consiguiente, debemos
dt ’

resolver el problema de valor inicial: ar -k (T _70), T(0) =300 (4)

dt
Y determinar el valor de k de tal modo que T(3) = 200.

La ecuacion (4) es lineal y separable, a la vez. Al separar variables:

dT
——— = kdt -
T-70

Cuyo resultado es In‘T—?O‘ —kt+C yasiT=70+ C.e’.

Cuando t=0, T = 300, de modo que 300 = 70 + C, define a C, = 230.
Entonces T = 70 + 230e*.

Por dltimo, la determinacion T(3) =200 conduce a ,kt _13;: o sea,
23

k= 1In E =-0,19018. Asi:

3 23

T(t)=70+ 230e 019018t (5

Observamos que la ecuacion (5) no tiene una solucién finita a T(t) = 70 porque:
limT (t) = 70,

t—oo

no obstante, en forma intuitiva esperamos que el pastel se enfrie al transcurrir un
intervalo razonablemente largo.

La figura muestra que el pastel a la temperatura ambiente pasada una media
hora.
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300

150

Problema
Un termOmetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 70°F y

. 1 .
se lleva al exterior, donde la temperatura es de 10°F. Pasado > minuto el

termdémetro indica 50°F. ¢ Cudl es la lectura cuando t = 1 minuto? ¢ Cuanto tiempo
se necesita para que el termémetro llegue a 10°F? Rpta: T(1)= 36.67°

aproximadamente 3.06 minutos.
[11.1.10 Eliminacion de drogas

En muchos casos la cantidad A(t) de cierta droga en el torrente sanguineo,
medida por el exceso sobre el nivel natural de la droga, disminuye a una razon

proporcional a la cantidad excedente. Es decir:

dA
—=—1A, asique A(t): A e At
dt 0

. - ., 1
El parametro A se llama constante de eliminacion de la drogay T :z se llama

“tiempo de eliminacién”.
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Ejemplo
a) El tiempo de eliminacion del alcohol varia de una persona a otra. Si el tiempo

. 1 , .
“para ponerse sobrio” de una persona es T = 1:2.5 hs. ¢ Cuanto tardara en que

el exceso de concentracion del alcohol en el torrente sanguineo se reduzca del
0.10% al 0.02%7? ¥

Solucién

- Supongamos que la concentracién normal de alcohol en la sangre es cero, por lo

que cualquier cantidad es un excedente. En este problema, tenemos

A= 2i5 = 0.4, asi que de la ecuacion A(t)= Ae™ se produce: 0.02 = (0.10)8—(0.4)t_

In(0.2)

Entonces: t=- ~ 4.02hs.

Problema

Supongase que se usa una droga para anestesiar un perro. El perro es
anestesiado cuando su corriente sanguinea contiene 4.5 mg de pentobarbitol
sédico por cada Kg del peso del perro. Suponga también que el pentobarbitol

sédico se elimina en forma exponencial de la sangre del perro, con una vida

media de 5% hs. ¢Qué dosis simple debe administrarse para anestesiar 1hora a

un perro de 50 Kg?
[11.1.11 Decaimiento radiactivo

Consideremos una muestra de material que contenga N(t) atomos de cierto
isétopo radiactivo en el momento t.

Se puede observar que una fraccion constante de esos atomos radiactivos decae
espontadneamente (transformandose en atomos de otro elemento o en otro is6topo

del mismo ) durante cada unidad de tiempo.
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Por consiguiente la muestra se comporta tal como una poblacién con tasa de

mortalidad constante y en la que no ocurren nacimientos.

Para obtener un modelo de N(t), plantearemos la E.D: d_N = kN k)0 .

dt
Sabemos que su solucién es N(t) = Noe ™, donde Ny = N(0), el nlimero de atomos
radiactivos presentes en la muestra cuando t = 0.
El valor de la constante de decaimiento k depende del isétopo particular que se
esta manejado. Si k es grande, el is6topo decae con rapidez, mientras que si k
esta préximo a cero, el isétopo decae con lentitud y puede constituir un factor
relativamente persistente sobre su ambiente.
Suele especificarse la constante de decaimiento en términos de otro parametro, la
vida media del is6topo, dado que este pardmetro es mas conveniente. La vida
media r de un is6topo radiactivo es el tiempo requerido para que decaiga la
mitad de la masa.

Para encontrar la relacion entre Ky 7, se pone:

t=7 'y N= lN , en la ecuacion (t)= N e—kt, de modo que
2 0 0
SN =N e
2 0 0
: In 2
Cuando se despeja r se encuentra que 7 = ——. (8).
k
Ejemplo

La vida media del carbono radiactivo C'* es de alrededor de 5700 afios. Una
muestra de carbén encontrado en Stonehenge resulté tener el 63 % de C** de una

muestra de carbén contemporanea. ¢ Cuél es la edad de la muestra? '

Solucién
Tomemos t, como el momento de la muerte del arbol que produjo el carbono.

Por la ecuacién (8) sabemos que k = In2 = In 20 ~ 0.0001216

T
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Luego N = (0.63)No ahora por lo que resolvamos la ecuacion: (O.63)N0 =Nge™,

In(0.63)
0.0001216

con este valor de k y por lo tanto encontramos que t = —

—kt

~ 3800 afos.

Asi que la muestra tiene alrededor de 3800 afios de modo que data del afio 1800

A.C. aproximadamente.

[11.2 Problemas a modo de ejemplo

1) Si la poblacion de un pais se duplica en 50 afios ¢ En cuantos afios sera el

triple suponiendo que la velocidad de aumento sea proporcional al nUmero de

habitantes?

Solucion
Sea N la poblacion en t afios y No la poblacién en el tiempo t=0.

N dN
dt

Se puede escribir =——=kN 0 bien X% _ (4t ; siendo k el
N

proporcionalidad.

Integrando entre los limites t=0; N=No; t=50; N=2No

2N

dN
o 9N _ (50
N kg dt
0
In2N, —In N, =50k
In2 =50k
Integrando aN — kdt entre los limites t =0, N = No, N=3No
N
3N
dN
N ONzkj(t)dt; yIn3=kt
0
50In3 ~
Entonces 50 In3 =50kt =tin2y t= o =79afnos
n

factor de
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Otra solucién

Integrando 1) IdN: kdt ;
N

se tiene 2) In N =kt+InC, dedonde N = Ce kt

Para t=0; N=No y de 2) C=No; luego 3) N = N ekt
0
Para t=50; N=2No; de 3) o\ =N ¢?X de donde e20k _ o
0 0

Si N=3No; 3) da  3=€".Entonces

320 _ e5Okt = (e5Ok )t _ ot ;= t=79afios

2) En cierto cultivo de bacterias la velocidad de aumento es proporcional al
namero presente.
a) Si se ha hallado que el nimero se duplica e 4 horas ¢ Que nimero se debe

esperar al cabo de 12 horas?

b) Si hay 10° al cabo de 3 horas y 4.10* al cabo de 5 horas. ¢Cuéantas

habria en un principio?

Solucién

a) Sea x el numero de bacterias ent hs. Entonces

19X _ ix: obien, 8% = kat
dt X
. _ _ _ okt : _
Integrando 1) se tiene 2) Inx= kt+InC ; luego X =C€ " suponiendo que X = X para
t=0,C=Xoy X = xoekt

Para t= 4, x=2xo. Entonces 2x = x e4k y,e4k =2
0 0

Si t=12 , x:xoelzk:xo(e4k)3:x0(23):8x , es decir, hay 8 veces el

0

namero original.
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_10*

b) Cuando t=3, X =10". Luego de 2)10* = Ce **, y,C .
e

Sit=5, X = 4.10* .Por tanto o5k 4.10%

4.10% = ¢ y,C =
.5k

4 4
Igualando los valores de c,10 _ 4.10 .Luego e2k _ 4,y ek - >

3k e5k

e

10 10
e3k 8

Luego el nimero original es ¢ — bacterias.

3) Segun la ley de Newton de enfriamiento, la velocidad a que se enfria una
sustancia al aire libre es proporcional a la diferencia de temperatura de la
sustancia a la del aire. Si la temperatura del aire es de 30 grados y la sustancia
se enfria de 100 a 70 en 15 minutos. ¢Cuando sera 40 grados la temperatura

de la sustancia?

Solucién

Sea T la temperatura de la sustancia en t minutos

d—T = —k(T —30),dedonde
dt T-30
No es obligatorio poner —k. Se hallara que k es positivo.
Integrando entre los t=0, T=100, y t=15,T=70

70 dT
o075,

= —kdt

= —kjg>dt ;

In40-In70=-15k=In4/7 y 15k =In 7/4=0,56

Integrando entre los limitest=0, T=100y t=1t, T =40

40 dT

~— ——kJtdt, In10-In70 =k;15 kt=15In7,
o075~ %o
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_15In7
0,56

=52min.

4) Cierto producto quimico se disuelve en el agua a una velocidad proporcional
al producto de la cantidad aun no disuelta y la diferencia entre la concentracion
en una solucién saturada y la concentracion en la solucién real. Se sabe que en
100 g. de una solucion saturada estan disueltos 50 g. de la sustancia. Si se
agitan 30 g. del producto quimico con 100 g. de agua, en 2 hs. Se disuelven 10

g. ¢ Cuantos se disolveran en 5 hs.?

Solucién

Sea x el nimero de gramos del producto quimico aun no disuelto después de t

. . L, X
hs. En este tiempo la concentracién de la solucion real es y la de una

solucion saturada es 50/100.

Entonces

442 k
F 2230 M e donde, K K
dt 100 100 100 X ¥%+20 5

Integrandoentret=0,x=30yt=2,x=30-10=20

dx dx 5 5
120 -89 fjo dt,y, Eln—=—0,46
6

0wy +20 5
Integrandoentret=0,x=30yt=5,x =X

dx k 5x
(XX —:—ISdt;ln—:k:—O,46
30y 30 x+20 5 0 3( x+20
_ X _3.7046_ g
X+20 5

de donde x=12.

Luego, la cantidad disuelta después de 5 hs es 30-12 =18 gramos.
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V.1 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR

IV.1.1 Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Recordemos que una ED de laformay™=f(x,y,y".y",....y™) es lineal
cuando f es una funcién lineal de y,y",y"",....y".

Es decir: una ecuacion diferencial es lineal si puede escribirse en la forma:

n-1

d"y d"y
a‘n(x) an +an—1(X) dxn,l

En la que observamos las dos propiedades caracteristicas de una ecuacion
diferencial lineal.
1. Lavariable dependiente y todas sus derivadas son de primer grado.

2. Cada coeficiente s6lo depende de la variable independiente x.
IV.1.2 Problemas de valores iniciales

Un problema de valores iniciales para una ecuacion diferencial lineal de orden n

tiene la siguiente forma:

Resolver la ecuacién diferencial
n n-1
d d
Yira (0 y
an n-1 OIXn—

Sujeta a las siguientes condiciones iniciales:

Y(X0)=Yo , ¥ (X0)= Y1,-es YD (X0)=Yna (2)

dy
—+a (X)y=9g(x)
dx 0

an (x) + e + al(x)
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IV.1.3 Existenciay unicidad de las soluciones

Enunciaremos un teorema que determina las condiciones suficientes de

existencia de solucién Unica para un problema de valor inicial de orden n.

Teorema

Sean an(X); an-1(X);.....; a1(X); ao(X) y g(x) funciones continuas
en un intervalo I y sean a,(x) ! O para toda x en el intervalo.
Si X=X, es cualquier punto del intervalo, existe una solucién en

dicho intervalo y(x) del problema de valores iniciales

representado por la ecuacién (1) due es Unica.

Ejemplo 1:

El problema de valores iniciales 3 y"'+ 5 y"-y"+7y=0 ; y(1)=0, y'(1)= 0; y"(21)=0,
tiene la solucidn trivial y=0.

Como esta ecuacion es de 3° orden es lineal con coeficientes constantes, se
satisfacen todas las condiciones del teorema anterior, en consecuencia y=0 es la

Unica solucién en cualquier intervalo que contenga x=1.
Ejemplo 2:

Se puede comprobar que la funcién y= 3 e®+e?-3x es una solucion del problema
de valores iniciales

y-4y =12 x; y(0)=4; y’(0)=1.

La ecuacion diferencial es lineal, los coeficientes y g(x) son continuas y a(x)=1t 0
(distinto de cero) en todo intervalo | que contenga a x=0.

En funcién del teorema, debemos concluir que la funcion dada es la Unica

solucién en |.
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IV.2 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS Y NO
HOMOGENEAS.

IV.2.1 Conceptos generales

Volvamos a la ecuacién 1 y observemos la funcion g(x) ( que esta en el segundo
miembro de la ecuacion).

Si g(x) = 0; la ecuacidn lineal se llama homogénea (EDLH) y si g(x) : 0, la
ecuacion diferencial se dice que es no homogénea (EDL no H).

Una EDLH tiene la forma:

dny n—ly dy
a (x) +a (x) + o +a (x)—+a (x)y=0
n dax" n-1 ax" ™ 1 dx O
Una EDL no H tiene la forma:
n n-1
a (x)d + a (x) y+ ..... + a (x)d—y+a (x)y = g(x)
n dx -1 dxn_1 1 dx 0
Ejemplo:

2y "+3y’-5y=0 es una EDLH.

Mientras que x °y""+ 6y’ + 10 y = e*es una EDL no H.

Enunciaremos ahora algunas propiedades fundamentales de la EDLH

limitandonos a las demostraciones de las ecuaciones de segundo orden.
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IV.2.2 Teorema: Principio de superposicion

Teorema:

Sean yi,Yo,...., ¥n Soluciones de la ecuacién diferencial homogénea
de orden n, donde x esté en el intervalo 1.
La combinacion lineal y= C1)4(X) + Co)o(X)+....+C, Vh(X) ; donde
las c¢;,i=1,2,...,n son constantes arbitrarias, también es una

solucién cuando x esta en el intervalo

Llevemos este resultado a una ecuacion diferencial lineal homogénea de 2° orden.

Si y;J y»son dos soluciones particulares de la ecuacion lineal
homogénea de segundo orden:
Y tay +ay=0 (3)
vi+ Vo también es solucién de la ecuacion (3)

Demostracion:

Siy;J y2son soluciones de la ED, entonces:

y 1+ ary1 +agpy:=0

Yy o+ agyy +axy,=0 (4)

Poniendo esto en la ecuacién (3) la suma y; + y, y tomando en consideracion las

identidades (4), tenemos

(Yi+ y2 )7 +ai(yi+ y2)'+ azx(yit+ y2)=
= (Y 1+ arya +agys) + (Y + agy +azy2) =0+ 0=0
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Siy; essoluciéon de la ecuacidon (3) y C es una constante, el

producto de Cy; es, también una solucién de esta ecuacion.

Demostracion:

Introduciendo en la ecuacion (3) la expresion C y;, obtenemos:
(Cy1)” + a(Cy1) + @x(C y1) = C (yi + ary+ +azy1)=C.0=0

y el teorema queda demostrado.

IV.2.5 Dependencia e independencia lineal

Definicion:

Se dice que un conjunto de funciones fi(x), f2(x),....,fn(x) es linealmente
dependientes en un intervalo | si existen constantes C;,C,,....., C, no todag

cero, tales que

Ci F2(x)+ Cp fo(X+...+ Cp f(x) = 0

Para toda x en el intervalo I.

Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente en el intervalo, se dice
que es linealmente independiente.

En otras palabras, un conjunto de funciones es linealmente independiente en un
intervalo 1, si las Unicas constantes para las que se cumple

Ci 1)+ C, fo(x+...+ C, fy(x) = 0 para todas las x en el intervalo son iguales a

cero.
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Si se trata de las funciones solucién de la EDL de segundo orden podemos

expresar:

Definicion:

Dos soluciones y; J y,, de la ecuacion (3) se llaman linealmente
independientes en el intervalo |, si su razén en este Ultimo no es constante,

es decir, cuando

2 cte.
Y,

En caso contrario, las soluciones son linealmente dependientes.

En otras palabras, dos soluciones y; U y», se llaman linealmente dependientes en

el intervalo |, si existe un valor constante I , tal que Yi= |, cuando xi I.

Y

En este caso yi1=1 ya

Definicion
Sean y1,Y»,...., Yn funciones de x que poseen n-1 derivadas al menos.

El determinante

Y1 Yo o Yn
W(Y1,Y2,0 Yn )= | Y1 Vo o e Y
(5) e,
y 0Dy Yo ™D

es el Wronskiano de las funciones.

En particular:

Si y1 Uy, son funciones de x, entonces el determinante:

Y1 Y2
W(y1,y2)= =y1y2 -y1'y2
Y yzl (6)
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se llama determinante de Wronski de una EDL en el intervalo I.

Entonces el conjunto solucion es linealmente independiente en | si y solo si

W(y1,Y2,..... Yn) =0 "X 1
IV.2.6 Conjunto fundamental de soluciones

Todos conjunto y1,Y2,...., Yo de n soluciones L.I. de la DELH de orden n, en un

intervalo I, se llama conjunto fundamental de soluciones en el intervalo I.

Teorema:

IV.2.7 Existencia de un conjunto fundamental

Existe un conjunto fundamental de soluciones de la DELH de orden n, en el

intervalo I.

IV.2.8 Solucion general de una ecuacion homogénea

Seayi,Y2,...., Ynun conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
diferencial lineal homogénea de orden n en un intervalo I. La solucion

general de la ecuacion en el intervalo es
y= C1ya(X)+.....+ Coyn(x) (7)

Donde C;,i=1,2,3,... ,n son constantes arbitrarias.

Ejemplos:

1.- Las funciones y;=e® , y,= e son soluciones de la ecuacién lineal

homogénea
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y -9y =0 en el intervalo (- ¥,+¥ ). Estas soluciones son l.i. en todos los reales

(Podemos corroborar eso calculando el Wronskiano y observando que es distinto
de cero).

A partir de esto concluimos que y; U y, forman un conjunto fundamental de
soluciones y, en consecuencia

y= C1e¥+C,e* es la solucién general del intervalo. (8)
IV.3 ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES.
IV.3.1 Generalidades. Casos.

Sea la ecuacion lineal homogénea de segundo orden:
y'+py+qy=0, (9 donde py qson constantes reales.

Segun lo vimos, para hallar la solucién general de esta ecuacion es suficiente
encontrar dos soluciones particulares L.i.
Busquemos soluciones particulares en la forma
y = e donde k es constante
Entonces y'=k e* |  y =k e

Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en la ecuacion (9 ),
hallamos

e*( k? + pk +q) =0

Como et 0, resultaque k*+pk+q=0 (10 )
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Por consiguiente, si k satisface la ecuacién anterior, e serd solucién de la

ecuacion (9).

La ecuacion (10) se llama ecuacion auxiliar o ecuacion caracteristica respecto de

la ecuacion (9).

La ecuacién caracteristica es una ecuacion de segundo orden que tiene raices las

cuales designamos por k; y k.

2 2
Entonces ky=- 2+ [B . ko= - P [P__
TR 22 g

Examinaremos los tres casos posibles que pueden presentarse:

1. ki y kz son numeros reales distintos.
2. ki y ko son nameros reales e iguales.

3. ki y ko son numeros complejos conjugados.
Caso 1:
IV.3.2 Raices reales y distintas

Si la ecuacién (10) tiene dos raices reales distintas m; y my, llegamos a dos

soluciones

y1: emlx y y2:em2X

Estas soluciones son Li. en (- ¥ ,+¥ ) puesto que:

yo T )
m -m )X
72:e - e 2 1 1 Cte

por lo tanto forman un conjunto fundamental.

Entonces, la solucidn general de la ecuacion diferencial, en ese intervalo es:
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y = C1eM +Ce™
Caso 2:
IV.3.3 Raices reales e iguales

Cuando mj;=m, llegamos, necesariamente solo a una solucion exponencial
ylzemlx
. £ b -
Segun la formula cuadratica, m1:-2— porque la unica forma de que m;=m, es
a
b? - 4ac =0
Asi la segunda ecuacion es y,-e™*

La solucién general es, en consecuencia:

y=C,e"™ +C,xe™

Caso 3:

IV.3.4 Raices complejas conjugadas

Si m; y my son complejas, podemos escribir m;= a+ib , donde a,b >0y son
reales e
i?=-1.

No hay diferencia formal entre este caso y el primero; por ello:

y: Cle(a +ib )X+ Cz(a - |b)X

En la practica, sin embargo, se prefiere trabajar con funciones reales y no con
exponenciales complejas.

Con este objeto se usa la formula de Euler.

En consecuencia:

eibx = cosbx + isenbx
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e X = costx- isenbx  (11)

Si sumamos y restamos las dos ecuaciones, obtenemos:
elX 4 g~ 10X = Do
el _ g 11X = Zgeni

(a- ib)x
+ Czee es una solucion de la ecuacion

Comoy=C e(a+ b)x

ay “+by +cy= 0 para cualquier eleccién de las constantes C; y C»

Si
C,=C,=1

yCc=1
C,=-1

Obtenemos las soluciones

. (a- ib)x
Y, = e(a+ ib)x + g€

. (a- ib)x
Y, = e(a+ ib)x _ o€
Pero

vy = edX elbX . o= 1DXy= sjeaxgenpy

y=C.eqX cosbx + Czeaxsen bx

1

. y=C.eqXcosbx + C.e2Xsenbx
En consecuencia: 1 2

= eaX(Clcosbx + C,senbx)

2
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Ejemplo 1:
Resolver 2y - 5y" -3y =0

La ecuacion caracteristica tiene la forma:
2m? — 5m -3 =0
(2m +1) (m - 3)=0

my= - %; m>=3

luego:
X 3
y=Cp e 5 +Ce™

Ejemplo 2:
Resolver:

y-10y +25y =0
m?- 10m + 25 =0

(m-5)2=0
y m;=my=5
luego y=Cy ™+ Cyxe™

Ejemplo 3:

Resolver;  y " +y +y =0

1. 3. 1 3.
como M= - =+ 32 my=- =- Y3
y 1= 957 y M2=-5-5
X NE)

y=e 2 (C10087X+Czsen >

ﬁx)
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IV.3.5. Ejercicios sugeridos

1) Resuelva las siguientes ecuaciones:

ey +2y+5y =0
ey -4y +4y=0

4y +y=0
% 2y -5y =0
Yy -6y=0

oy -3y +2y=0

Resuelva los problemas de valor inicial:

o y -4y +13y=0; y (0)=-1, y'(0)=2
oy -10y +25y=0; y(0)=1,y (1) =0

IV.3.6 Problemas

Ley de Torricelli "

Supodngase que un tanque de agua tiene un agujero de area a en el fondo, por el
cual escapa el agua. Denote como y(t) la profundidad del agua en el tanque para
el instante t

y como V(t) el volumen del agua en ese instante.

Es plausible ( y también es verdad en condiciones ideales) que la velocidad del

agua que escapa a través del agujero sea

v=y2y (1)
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que es la velocidad que adquiriria una gota de agua en caida libre desde la
superficie hasta el agujero. En condiciones reales, tomando en cuenta la

constriccion del chorro de agua en el orificio, v = ¢ ,/2gy , donde ¢ es una

constante empirica entre 0 y 1. Para simplificar, tomemos c=1 en el siguiente
analisis.

Como una consecuencia de la ecuacion (1), se tiene

este es un enunciado de la Ley de Torricelli para un tanque que se vacia .
Si A(y) designa el area de la seccion transversal horizontal del tanque a la altura

y, entonces el método de volumen mediante secciones transversales da

V=g, Ay

Asi es que el teorema fundamental del calculo implica que (jjlz Aly) Yy en
y

consecuencia que

3)

A partir de las ecuaciones (2) y (3) se obtiene finalmente

AY) = -a iy (@)

Que es la forma més usual de la ley de Torricelli.
Problemas:
1).- Un tanque hemisférico tiene un radio en el toque de 4f y, en el tiempo t=0 esta

lleno de agua. En un momento se agra un agujero circular de lin de diametro en

el fondo del tanque. ¢ Cuanto tardara en vaciarse?
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2).- En el tiempo t=0, se remueve el tapdn del fondo ( en el vértice) de un tanque
conico lleno de agua de 16 ft de altura. Después de 1 hora, el agua de deposito
tiene 9ft de profundidad. ¢ Cuando se vaciara el tanque?

IV.3.7 Ecuaciones diferenciales de las oscilaciones mecanicas

Supongamos una carga de masa Q que reposa sobre un resorte elastico.
Designemos por y la desviacion de la carga de posicion de equilibrio.
Consideremos la desviacion hacia abajo como positiva y hacia arriba, como
negativa. En la posicion de equilibrio la fuerzas del peso es compensada por la
elasticidad del resorte. Supongamos que la fuerza que tiende a volver la carga a
la posicion de equilibrio, llamada elastica, sea proporcional a la desviacion, es
decir, la fuerza elastica es igual a —ky, donde ka es una magnitud constante para
el resorte dado ( asi llamada “rigidez del resorte”).

Supongamos que al movimiento de la carga Q se opone una fuerza de

resistencia proporcional a la velocidad del movimiento de la carga respecto al

punto mas bajo del resorte, es decir; una fuerza - lv= -1 3—1’, donde | =constante

>0 (amortiguador).
Formemos la ecuacion diferencial del movimiento de la carga sobre el resorte.

En virtud de la segunda Ley de Newton, tenemos:

d?y dy
- _ky-1L2 (5
dt? y dt )

(aqui, ky I son nameros positivos)
Hemos obtenido una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden
con coeficientes constantes .

Escribamosla en la forma:

d’y  dy
—+ p—+ =0 6
ol b (6)
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donde

p:

O|=

I
a ’
Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectia movimientos
verticales segun laley z=j ().

Este fendbmeno puede tener lugar, por ejemplo, cuando el extremos inferior del
resorte esta fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a los
largo de un camino de relieve desigual.

En este caso la fuerza elastica no es igual a —ky, sino a -k[y'+j ()], y en lugar de

la ecuacion (5) obtenemos la ecuacion:

2
Y oY y=ho- 10

dt? dt
0
dy L 8, -
ol Pl AR (U (7)
donde f(t):w

Hemos obtenido una ecuacion diferencial no homogénea de segundo orden.
La ecuacion (6) se llama ecuacion las oscilaciones libres y la ecuacion (7) de las

oscilaciones forzadas.

' Ref. Edwards y oenney. 1987

"Ref. Dennis Zill. 2000

" Ref. Dennis Zill, 2000

" Ref. Dennis Zill. P. 76

¥ Ref. Edwards y Penney, 1987. p. 408
"' Ref. Edwards y Penney. P. 406

" Ref. Edwards y Penney, 1987.
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